DIFFERENTIAALI- JA INTEGRAALILASKENTA 1.1

RITVA HURRI-SYRJANEN/SYKSY 1999/LUENNOT

1. ALUKSI

JOUKKO-OPPIA

Lyhenteita ja merkintoja.
A= B A:sta seuraa B. Implikaatio.
A<= B A ja B yhtapitavat. Ekvivalenssi.
4 on olemassa.
31 on olemassa yksi ja vain yksi.
7 i ole olemassa.
V  kaikilla.
RR  ristiriita.
s.e.  siten, ettd (sellainen, ettd).
Joss  jos ja vain jos.
Ysto  ymparisto.
Olk. Olkoon.
Lemma  Apulause.
Korollaari ~ Seurauslause.
Antiteesi  Vastaviite.

Joukot. Esimerkkeja joukoista:

—_
~—

Kokonaislukujen joukko Z

Positiivisten kokonaislukujen joukko N. Alkiot: 1,2,3,...
Ei-negatiivisten kokonaislukujen joukko Ny. Alkiot: 0,1,2,...
Reaalilukujen joukko R

Suljettu véli [0, 100]

Avoin véli (0,1000), tai joskus my6s |0, 1000]

Jatkuvien funktioiden f:R — R joukko

Ensimmaisen vuoden matematiikan opiskelijat

Ensimmaisen vuoden matematiikan opiskelijoiden opettajat

NN N N N N N N
© 00 g O O i W I
— e O

Maaritelma. Joukko on hyvin mééritelty kokoelma olioita (objekteja), joita sa-
notaan alkioiksi.

Joukko on annettu, kun tunnetaan sen alkiot, toisin sanoen, jokaisesta oliosta
tiedetaan, kuuluuko se joukkoon vai ei.

Joukot A ja B ovat samat eli A = B, jos niissd on tasmalleen samat alkiot.

Tyhja joukko, ), on joukko, jossa ei ole yhtaan alkiota.

Typeset by AMS-TEX
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Merkint6ja. x € A, x on joukon A alkio eli  kuuluu joukkoon A.

x ¢ A, z ei kuulu joukkoon A.

A C B, (my6s merkintd A C B) joukko A on joukon B osajoukko eli A sisdltyy
joukkoon B eli Vx € A pitee, etta

r€ A=z € B.

A D B tarkoittaa, ettda B C A.
A ¢ B tarkoittaa, ettd ei pade A C B.

Esimerkki. 6 ¢ NC Ny C Z C R. Huom. 6 € Z ja {6} C Z.

Huomautuksia.

(1) AcBcC= AcCC.

(2) 0 C A jokaisella joukolla A.

(3) x ¢ 0 kaikilla olioilla z.

(4) Sanonta: A # (), joukko A on epétyhja.

(5) P(A) = {B : B C A} joukon A potenssijoukko, toisin sanoen, joukon A
osajoukkojen muodostama joukko.

Seuraavat vaitteet ovat yhtapitavat.
(1) A= B.
(2) ACc BjaBCA.
(3) x€ A<=z € B.

Lisdd merkint6ja. {x|ehto z:lle} = niiden alkioiden = joukko, jotka toteuttavat
ehdon.

Esimerkiksi:

(1) {z € Z||z| < 3}, alkiot: —2,—1,0,1,2.

(2) {z e Rjz%= -1} =0.

Huomautus. Merkintd {aq,...,a,} = alkioiden a1, ... a,, joukko
= {z|r = ay, jollakin k =1,... n}.

Esimerkiksi:

(1) {1,1,1,2} = {1,2} (kaksi alkiota)
(2) {1,3,5,7,...} ={2n — 1|n € N}
E?)g {al,ag, .. } = {Clj|j S N}

{a} = joukko, jossa on tasan yksi alkio a, on ns. yksio

Huomautus. a # {a};
z € {a} <=z =ua.

Joukkojen laskutoimitukset. Olkoot A ja B epatyhjia joukkoja.
Yhdiste
AUB = {z|xr € A tai z € B}.

Leikkaus
ANB={zlx € Ajax € B}.

Erotus
A\B = {z|x € Ajaz ¢ B}.
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Esimerkki. Z\N={0,—-1,-2,...}.
Sanonta. Joukot A ja B ovat pistevieraita, jos AN B = (.
Laskulakeja. Olkoot A, B ja C' joukkoja.
Vaihdantalait:
(1) AuUB=BUA
(2) AnB=BnNA
Liitantalait:
(1) (AUB)UC=AU(BUC)=AUBUC
(2) (ANB)NC=AnNn(BNC)=AnBnNnC
Osittelulait:
(1) Au(BNC)=(AUB)N(AUC)
(2) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
De Morganin lait:
(1) A\(BUC) = (A\B) N (A\C)
(2) AA(BNC) = (A\B) U (A\C)
Todistus De Morganin laille (1).
re A\(BUC)«<=zcAja(x¢ BUC)
< zxecAja(r¢Bjax¢C)
< (xc€Ajax¢B)ja(xecAjax ¢ ()
< x € A\Bjaxe A\C
<z € (A\B) N (A\C).
Yleisemmat yhdiste ja leikkaus. Operaatiot U ja N voidaan yleistaa seuraa-

vasti: Olkoot I indeksijoukko ja joukot A; joukon E osajoukkoja kaikilla ¢ € I.
Joukkojen A; yhdiste ja leikkaus maaritellaan seuraavasti:

|J4i = {z € Elx € 4; jollakin i € I}

iel
ja
ﬂ A; = {x € E|z € A; jokaisella i € I}.
iel
Jos erikoisesti I = {1,2,... ,n}, niin merkitdén
n
Uai=]A:.
iel i=1

Jos I = N, niin merkitdan

Ua=U 4
i=1 ieN
= {z|x € A; jollakin i € N}.

Esimerkiksi, kun I = {3,4, 5,6},
6
JAi=A43504, 045U 4

i=3
= {z|z € A, jollakin j = 3,4,5,6}.
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Esimerkki. Olkoot A4, = [—2, 1] kaikilla n € N. T#lléin

n’n

neN
ja
U 4n =[-1,1].
neN
REAALILUVUISTA

On useita tapoja maaritella reaalilukujen joukko R.

Oletamme, etta on olemassa epatyhja joukko R alkioita, joita sanomme reaalilu-
vuiksi, ja jotka toteuttavat seuraavassa annettavat aksiomat, kun on annettu kaksi
operaatiota (yhteenlasku ja kertolasku) ja kun on olemassa jarjestysrelaatio.

Reaalilukujen aksiomat. R:ssd on annettu kolme asiaa:

1. Yhteenlasku.
Jokaista paria x,y € R kohti on annettu yksikasitteisesti kolmas luku, jota mer-
kitdaan x 4 y.

2. Kertolasku.
Jokaista paria x,y € R kohti on annettu yksikasitteisesti kolmas luku, jota mer-
kitaan xy tai x - y.

3. Jarjestysrelaatio.

Jokaista paria x,y € R kohti tiedetéddn, onko z < y voimassa vai ei. (Jos x < y,
niin merkitdan y > x.)

Nama kolme annettua asiaa toteuttavat seuraavat aksiomat:

A. Kunta-aksiomat.

(1) x4+ y =y + x. (Vaihdantalaki)

2) x+ (y+2) = (v +y) + 2. (Liiténtalaki)

) 30 e R, jollaz+0=2x VzeR. (Nolla-alkio)

) Ve e Ry € R, jolla  +y = 0. Merkitdén y = —x jax —y =z + (—y).
(Vasta-alkio)

(5) zy = yx.

(6) z(yz) = (zy)=.

(7) z(y + z) = xy + zz. (Osittelulaki)

(8) 1 € R, jolla 1 # 0 ja 1-x = z kaikilla € R. (Ykkosalkio)

(9) Jos z € R ja x # 0, niin Jy € R, jolla zy = 1. Merkitdéin y = 27! tai y = <

tai 1/z. Merkitdén § =z/y == - y~ 1. (Kainteisalkio)

B. Jarjestysaksiomat.

(1) Jos z € R ja y € R, niin ehdoista x < y, * = y, > y on tasmilleen yksi
voimassa.

(2 r<y<z=zx<z

B)z<y=z+z2<y+-=z

(4) x>0jay >0= zy > 0.
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Merkitaan:

(1) z <y, josx <y tai z=y.
(2) x>y, jos x>y tai z =y.

C. Taydellisyysaksioma. Ylhaalta rajoitetulla epatyhjalla R:n osajoukolla on
olemassa supremum. (Késite ”supremum” mééritelladn mydhemmin!)

Naistd aksiomista voidaan johtaa useita (reaalilukujen ominaisuuksia) sdantoja
(ks. Myrbergin kirja. Esimerkiksi, jos x < y ja z > 0, niin 2z < yz). Nama sdannot
oletamme jatkossa tunnetuiksi.

REAALIAKSELI

Jokainen piste reaaliakselilla vastaa yhta ja vain yhta reaalilukua, ja kdantaen,
jokainen reaaliluku vastaa yhta ja vain yhta pistetta reaaliakselilla.

Positiiviset kokonaisluvut eli luonnolliset luvut ovat 1,2, 3,4, ... Tata lukujouk-
koa merkitaan symbolilla N.

Induktiivinen joukko. Joukko A C R on induktiivinen, jos

(1) 1€ A
(2) Jokaiselle x € A pétee, ettd x +1 € A.

Luonnolliset luvut. Reaaliluku on luonnollinen luku, jos se kuuluu jokaiseen
induktiiviseen joukkoon. Luonnollisten lukujen joukon symboli on N.

Huomautus: N on itse induktiivinen joukko, silla 1 € N, 2 € N, ... Koska N
on osajoukkona jokaisessa induktiivisessa joukossa, niin voidaan sanoa, etta N on
pienin induktiivinen joukko.

Induktioperiaate. Olkoon A C N. Oletetaan, etté

(1) 1€ A
(2) neA=n+1€A.

Té&ll6in A = N. (Perustelu edella.)

Esimerkki. Osoita, ettd

1
1+23—|—33—i—~~—|—n3:1n2(n+1)2

katkilla n € N.

Todistus. Todistamme vaitteen induktiolla.

(1) n=1: 1= (14 1)2. Eli viite pitee kun n = 1.
(2) Induktio-oletus: Viite on tosi, kun n = k.
(3) Induktiovéite: Viite on tosi, kun n = k 4+ 1. Todistus induktioviitteelle on
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seuraava: n =k + 1

14+2°+3°+- -+ k° + (k+1)°

1
= ZkQ(/ﬁ + 1?4 (k+1)®> (Induktio-oletuksen nojalla)

= %kz(l@ + 12+ (k+1)*(k+1)

1
= (k+ 1)2(Zk2 +k+1)

1
= (k+ 1)21@:2 + 4k + 4)
1
= Z(/f + 1) (k +2)%
Siis

1
1+23+33—|—---—|—n321n2(n—|—1)2

kaikilla n € N. Viite on siis todistettu.

Ei-negatiiviset kokonaisluvut ovat 0,1,2,... Taman lukujoukon symboli on Ny.
Se koostuu siis luonnollisista luvuista ja luvusta 0.

Kokonaisluvut ovat ..., —3,—2,—1,0,1,2,3,... Lukujoukon symboli on Z. Ta-
mé joukko koostuu siis luonnollisista luvuista, niiden vastaluvuista ja luvusta 0.

Rationaaliluvut eli murtoluvut

%,jossaaENg,bEZ,b%O.

Lukujoukon symboli on Q.
Huomautus:

(1) 2,yeQ=2y€Qr+ycQ
(2) z,yeQy#0=z/y€Q
(3) esimerkiksi v/2 ¢ Q, toisin sanoen, ei ole olemassa = € Q siten, ettd 22 = 2.

Irrationaaliluvut ovat R\Q.

ITSEISARVO

Maaritelma. Reaaliluvun z itseisarvo on

x, jos x > 0.
|| = :
—z, josx <0.

Huomautus. Aina pdtee, ettd |0 =0 ja |z| > 0.
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Kaavoja.
| — [ = [z

lzy| = |x||y|

|I’2 — IQ

|z = Va?

— |z < @ < |
Kolmioepayhtalot. Olkoot x,y € R. Silloin
2] = lyl] < 2+ 91 < Ja] + Jyl.
Todistus. (A) Oikean puolen todistus: Koska
{ —l] <z < faf

—lyl <y <|yl,
niin
—|z| =yl <z +y < |x|+ ]yl
Siis
{ z+y < |z]+ |yl
—(z+y) <=+ yl,
joten

|z +y| < [z|+yl.
Siis oikea puoli on todistettu.
(B) Vasemman puolen todistus: (A) -kohdan nojalla
[zl =[z+y)+ (=l < |z +yl+]-yl=lz+y[+]y|.
Siis
[z 4yl = [z =yl
Vastaavasti
[z +yl > |yl — [=].
Vaite on todistettu.

Bernoullin epayhtdlé. Kun x # 0, x € R ja > —1 niin (1 +2)" > 1+ nzx
kaikilla n € N.
Todistus induktiolla, katso Laskuharjoitustehtava 1.4.

Huomautuksia. (1) Olkoot x,y € R. Tdllgin
2] = lyl| < = — 91 < Ja] + Jyl.
(2) Olkoot z; € R, kun i € N. Talloin

|$1+x2+"'+$n’§|$1’+‘1‘2‘+“'+’1‘n‘

kaikilla n € N.
Todistus induktiolla, katso Ohjaus 2.5.

(3)

lz| < |yl = 2?2 < g
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Esimerkkeja. (1) Olkoon x # 1. Silloin

2

x 1
<lese=ss ———— <<l <=z < -.
’ 22— 2z +1 T3

‘ac —1
(2)
2z — 1| < |z|+ 1
Huomataan, etta

1
20 —1 <0<z < —.

l\.')

Jaamme ratkaisemisen kolmeen osaan: Siis
(1) 2<0: 2z -1 <|z|+1<= -2z - 1)< -2+ 1<=0<zx. Sisx=0.
(2)0<93<1 20 — 1| < |z|+1 <+ -2z —1) <a2+1 < 3z > 0. Siis
O<:1:§
(3)x>%:]2x—1|§]x|—|—1<:>2ac—1§a;—|—1<:>:c§2. Siis + <z < 2.
Siis |2z — 1| < |z| + 1 on voimassa, joss 0 < x < 2.

RAJOITETUT JOUKOT JA RAJOITTAMATTOMAT JOUKOT

Valit. Olkoot a,b € R, a < b.

1) [a,b] ={z € Rla < z < b} suljettu vili.

) [a,b) = {x € Rla < x < b} puoliavoin vili.
) (a,b] = {x € Rla < x < b} puoliavoin vili.
) (a,b) = {z € Rla < z < b} avoin vili.

Rajoittamattomat valit.
(1) (—o0,a] ={z € Rjz < a}.
(2) (—o00,a) ={z € Rz < a}.
ES; a, oo) ={z € Rlz > a}.

(a,00) = {z € Rlz > a}.

Huomautus. oo ¢ R, —oco ¢ R. Namd symbolit esiintyvat vain ylldolevissa mer-
kinnoissa.

Maaritelma. Mielivaltainen, epatyhja joukko £ C R on ylhaalta rajoitettu, jos
on olemassa a € R siten, ettd a > «x kaikilla x € E. Talloin a on joukon E ylaraja.

Esimerkkeja. (1) Vali[0,17] on ylhddltd rajoitettu. Sen yldrajoja ovat esimerkik-
si 17 ja 100. On syytd huomata, ettd myos jokainen avoin vdli (a,b) on ylhddlta
(ja alhaalta) rajoitettu kaikilla a,b € R.

(2) N ei ole ylhddltd rajoitettu.

Huomautuksia. (1) Jos mielivaltainen, epdtyhji joukko E on ylhddltd rajoitettu,
silld on aina ddrettoman monta yldrajaa. Siis, jos luku a on joukon E yldraja ja
luvulle b pdtee, etta b > a, niin myos b on joukon E yldiraja.

Vastaavasti maaritellaan kasitteet alhaalta rajoitettu ja alaraja.

Maaritelma. Joukko F on rajoitettu, jos se on seka ylhaalta etta alhaalta rajoi-
tettu. Jos joukko E ei ole rajoitettu, niin joukko F on rajoittamaton.
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Huomautus. Termin "rajoittamaton” tilalla kaytetadn myds termia “rajaton”.

Lause 1.1. Seuraavat ehdot ovat yhtapitdvdt:

(1) Joukko E on rajoitettu.
(2) On olemassa luvut a ja b siten, etti a < x < b kaikilla x € E.
(3) On olemassa luku M > 0 siten, ettd |x| < M kaikilla x € E.

Esimerkkeja.
(1) Vili (a,b), missi a,b € R, on aina rajoitettu.
(2) O on rajoitettu.
(3) Z ei ole ylhddltd eikd alhaalta rajoitettu.

Maaritelma. Luku a on joukon E C R pienin alkio, jos

(1) a € E,
(2) a<zVreE.

Talloin merkitsemme a = min E.
Huomautus. Joukon E pienin alkio on aina joukon E alaraja.

Huomautus. Vastaavasti mdaaritellaan mielivaltaisen, epatyhjan joukon E suurin
alkio, jota merkitadn max E.

Lause 1.2. Joukolla E C R wvoi olla enintadn yksi pienin alkio ja enintdan yksi
suurin alkio.

Todistus. Olkoot a; ja as molemmat joukon E pienimpia alkioita. Koska a; on
pienin, niin a; < as. Koska ao on pienin, niin as < a;. Siis valttamatta on oltava
a; = ag.

Esimerkki. Olkoon E = [0,1). Tdllgin joukon E pienin alkio on 0 ja joukolla E
ei ole suurinta alkiota.

Todistus. Tehdaian antiteesi: On olemassa max E = b. Koska b € E, niin 0 < b < 1.
Mutta talléin 25 € (b,1). Siis 2(b+ 1) € E ja b < $(b+ 1), ja siten b # max E,
RR. Siis antiteesi on vaara ja alkuperdinen vaitos on oikea.

Adrelliset joukot. Joukko A C R on &érellinen, jos siina on aarellinen maara
alkioita. Naiden lukumaaraa merkitaan #A.

Siis #A € N.

Esimerkiksi:

HA=0 A=10.

#A=1<= A on yksio .

#{1,6,15} = 3.

Lause 1.3. Jos() # A C R ja A on ddarellinen, niin joukossa A on suurin ja pienin
alkio.

Todistus. Merkitdan n = #A.
Induktio:
(a) n=1: A= {a} yksio; a = max A = min A.
(b) Induktio-oletus: lause on tosi, kun n = p.
Induktiovaite: lause on tosi, kun n = p + 1.
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Todistamme induktiovéaitteen: Olkoon siis #A4 = p+1. Valitsemme jonkin alkion
a € A ja merkitsemme, ettd A; = A\{a}. Silloin #A4; = p ja induktio-oletuksen
nojalla on olemassa max Aq, jota voimme merkita a;.

Jos a1 < a, niin a = max A.

Jos a1 > a, niin a; = max A.

Vastaavasti todistetaan minimin olemassaolo.

YMPARISTOT

Olkoot a € R ja r > 0. Merkitsemme
Ua,r)=(a —r,a+r)={z||lz —a| <r},
joka on pisteen a r-ympéristd. Lyhyesti, sanomme, ettd U(a, ) on pisteen a r-ysto.

Lisaksi /
U (a,7) =U(a,r)\{a}

on pisteen a punkteerattu ymparisto.
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2. SUPREMUM JA INFIMUM

Maaritelma. Olkoon £ C R. Luku G € R on joukon E supremum eli pienin
ylaraja, jos se on pienin joukon F ylarajoista. T&lloin merkitsemme G = sup E.

Huomautus. G =sup F <

(1) G > z kaikilla x € E eli G on joukon E yldraja.
(2) G < M kaikilla joukon E yldrajoilla M.

Huomautus.

(1) Joukolla voi olla enintidn yksi supremum.
(2) Jos on olemassa sup E, niin E on ylhddltd rajoitettu. Huomaa, ettd esi-
merkiksi sup N:dd ei ole olemassa.

Maaritelma. Luku g € R on joukon E infimum eli suurin alaraja, jos se on suurin
joukon E alarajoista. Talloin merkitadn g = inf E.

Huomautus. g =inf £ <—

(1) g <z kaikilla x € E eli g on joukon E alaraja.
(2) g > m jokaisella joukon E alarajalla m.

Esimerkki. Olkoon E = (0,1]. Tdlloin sup E =1 ja inf E = 0.

Todistus. sup ' = 1: Luku y € E on vilin E ylaraja, jos ja vain jos y > 1. Siis
supF =1.

inf £ =0:

(1) 0 <z Vze (0,1].

(2) Olkoon m vilin (0, 1] alaraja. Osoitamme, ettd m < 0. Teemme antiteesin:
m > 0. Voidaan olettaa, ettd m < 1. Silloin 0 < 2 < 1 ja siis 2 € (0,1].
Mutta % < m ja siis m ei ole vilin (0,1] alaraja, RR.

Lause 2.1. [Myrberg, Lause 1.4.1] Jos E C R jamax E on olemassa, niin max F =
sup E. Jos min E on olemassa, niin min £ = inf F.

Todistus. Olkoon olemassa max F = M.

(1) M on joukon E ylarajaelix < M Vz € E.
(2) Koska M € E, niin M < sup E. Toisaalta (1):n nojalla M on joukon E
ylaraja. Siis M > sup E.

Siis M = sup E.

Lause 2.2. [Myrberg, Lause 1.4.2] Jos epdtyhjdlld joukolla E C R on olemassa
supremum, niin supremum on yksikasitteisesti maaratty.

Todistus. Olkoot sup ' = G ja sup ' = (1. Siis G; on eras joukon E ylaraja ja
siten supremumin maéaritelméan nojalla G < G;. Samoin saadaan G; < G. Siis
G =(Gs.

SEURAAVAT KAKSI LAUSETTA OVAT ERITYISEN TARKEITA!
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Lause 2.3. [Myrberg, Lause 1.4.3] Olkoon G = sup E ja € > 0. Talléin on ole-
massa x € E, jolle v > G — €.

Todistus. Teemme antiteesin: Tallaista alkiota x ei ole. Kaikilla x € E patee, etta
xr < G —e. Silloin G — € on joukon E yliraja ja siten G ei olekaan pienin ylaraja,
koska G — € < G. On siis saatu RR. Siis antiteesi on vaara ja vaitos oikea.
Lause 2.4. [Myrberg, Tehtava 1.4.3] Olkoon E C R ja G € R siten, ettd

(1) G on joukon E yldraja,

(2) Ve >0 3dz € E, jollex > G —e.
Talloin G =sup E.
Todistus. Olkoon a joukon FE ylaraja. Koska G on ylaraja, niin riittda osoittaa,
ettd a > G. Teemme vastavaitteen: a < G. Merkitsemme ¢ := G — a > 0. Talloin
a = G — € ja siis oletuksen (2) nojalla on olemassa x € E, jolle x > G — ¢ = a. Siis
a ei olekaan ylaraja, RR. Siis G = sup E.
Lause 2.5. Vastaavasti infimumille. g = inf F <—

(1) Kaikilla x € E pétee, ettd x > g, eli g on joukon E alaraja.

(2) Jokaiselle € > 0 10ytyy x € F siten, ettd x < g + €.

Esimerkki. Maaraa tarkasti perustellen joukon

A:{Q_n‘neN}
n

supremum ja infimum. Entd onko joukolla olemassa pienintd ja/tai suurinta arvoa?

Ratkaisu: Viite on, ettd max A on olemassa ja sup A = max A = 1. Todistamme
taman.

(1) Koska
2—n

2 2
=—14+—-—<-1+-=1,VneN,
n n 1

niin 1 on ylaraja ja siis sup A < 1.
(2) Toisaalta 1 € N, joten 1 € A ja siis max A = 1.
Siis sup A = max A = 1.
Viite on, ettd inf A = —1. Todistamme taméan.
(1) Koska —1+ 2 > —1 kaikilla n > 1, niin inf 4 > —1.
(2) Toisen suunnan todistus: Olkoon € > 0. Viite tulee todistettua, jos 10y-
damme sellaisen ng € N, etta

2—710

< —1+e¢e€.
no

Vaadittu luku kylla loytyy:

2—710

2 2
<—l4e<= ——-1<—-1+e<=ng>—.
o No €

Vaadittu luku ng on saatu, kunhan valitsemme ng > %
Siis inf A = —1.

Joukossa A ei ole pienintd arvoa, silld yhtdlolld 2= = —1 (= inf A) ei ole
ratkaisua, kun n € N.
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Taydellisyysaksioma 2.6. Jos EE C R on epdtyhja ja ylhdalta rajoitettu, niin on
olemassa sup E.

Havainto 2.7. On olemassa x € R, jolle 2* = 2.
Todistus. Katso [Myrberg, Esimerkki 1.4.3].

Potenssit. Olkoon z € R.
Oletamme seuraavat saannot tunnetuiksi:

ja

missa m,n € Z.

Lemma 2.8. Olkoon ) # E C 7Z. Jos joukko E on ylhddltd rajoitettu, niin on
olemassa max E. Jos E on alhaalta rajoitettu, niin on olemassa min E.

Todistus. Katso Laskuharjoitustehtava 2.5.

Olkoon FE ylh#alta rajoitettu. Silloin on olemassa sup £ =: G. Lauseen 2.3
[Myrberg 1.4.3] nojalla on olemassa x € E, jolle z > G — % Talloin x = max F,
silld muutoin on olemassa y € E, jolle y > z, jolloin y > x + 1 > G. Talloin G ei
ole joukon E ylaraja, RR.

Vastaavasti osoitetaan Lemman jalkimmaéinen véite.

Arkhimedeen lause. (287-212 eKr.) Yx € R 3n € Z, jolle n > z. (Tdmd
tarkoittaa sitd, ettd joukko Z ei ole ylhddltd rajoitettu.)

Todistus.

(1) Jos x < 0, voimme valita n = 0.
(2) Voimme siis olettaa, ettd x > 0.

Merkitsemme, ettda E = {m € Z| m < z}. Koska 0 € F, niin E # (). Koska z
on joukon F ylaraja, niin E on ylhaalta rajoitettu. Taydellisyysaksioman nojalla
joukolla E on olemassa pienin ylaraja jota merkitsemme sup £ = G. Edellisen
apulauseen nojalla G = max E. Néin ollen G € Z. Merkitsemme n = G + 1, jolloin
ne€Zjan¢E. Siisn > x.

Seurauslause 2.9. Olkoon x € R, x > 0. Tdlloin on olemassa n € N, jolle % <.

Todistus. Arkhimedeen lauseesta seuraa, ettd on olemassa n € N siten, etta n > %
Siis % <z

Lause 2.10. [Myrberg, Lause 1.7.2] Kahden eri reaaliluvun vdlissd on aina ratio-
naaliluku ja irrationaaliluku, molempia vielapd darettomdn monta.

Todistus. Olkoot a,b € R siten, ettd a < b. On osoitettava, ettd on olemassa
r € Q, jolle a < r < b. Merkitsemme = := b — a > 0. Arkhimedeen lauseen
seurauslauseesta, seurauslause 2.10, seuraa, etta on olemassa n € N, jolle % < x.

Merkitsemme E := {m € Z| m > nb}. Arkhimedeen lauseen nojalla E # 0.
Joukko E on alhaalta rajoitettu, koska luku nb on sen alaraja. Lemman 2.8 nojalla
on olemassa min E = p.
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Koska p— 1 ¢ E, niin p — 1 < nb ja edelleen % < b < 2. Jélkimmaéinen arvio

seuraa siita, etta p € F.
Nyt r =2 ;1 on vaadittu luku, silla

1
rzg——>£—x2b—a:=a.

n n n

Se, etta rationaalilukuja on darettoman monta, on todistettava Laskuharjoituk-

sessa 2.6.
Irrationaalilukuja koskevat vaitteet ovat harjoitustehtava.
Seuraava korollaari on téarkea!
Korollaari 2.11. Jokaista reaalilukua voidaan approksimoida mielivaltaisen tar-
kasti rationaaliluvuilla. Siis jokaiselle a € R ja € > 0 on olemassa r1,712 € Q siten,

etta
a—e<m<a<rgo<a-+e.
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3. KUVAUS

Olkoot A ja B epétyhjid joukkoja. Jos jokaista alkiota (pistettd) = € A vastaa
yksi ja vain yksi joukon B alkio y, sanotaan, ettd on maéritelty kuvaus f joukolta
A joukkoon B ja merkitdan f : A — B.

Kuvaus f : A — B on siis saanto tai vastaavuus, joka liittaé jokaiseen joukon A
alkioon z taysin maaratyn joukon B alkion y.

Alkiota y sanotaan x:n kuvaksi ja sitd merkitddn symbolilla f(x).
Joukko A on kuvauksen ldhtéjoukko, (méérittelyjoukko). Joukko B on kuvauk-

sen maalijoukko.
Joukko

flA)={f(z):x € A} ={y € B:3Jx € Asiten, ettd f(z) =y}

on joukon A kuva tai funktion f arvojoukko.
Jos B1 C B, on
fH(B) ={zeA: f(x) € Bi}

joukon B, alkukuva.
Jos A1 C A, onkuvaus g : A; — B, g(z) = f(x), kuvauksen f rajoittuma A;:een

ja sita merkitaan g = f
Joukko '
{(z1,f(x1)) € Ax B:z € A}

on funktion f graafi eli kuvaaja.

Huomautus. Merkintd f on kuvaus ja merkintd f(x) on joukon B alkio! Ndmd

ovat eri astoita.
Huomautus. Kuvausta f voi merkiti myos x — f(x). Siis esimerkiksi x — 2.

Esimerkkeja.
fiR=R, f(x)=24
1

g :N—=N, g(n)=

n
Kuvaus g on ns. lukujono, jota kasitellaan enemman myohemmain.

Kuvaustyyppeja. Kuvaus f : A — B on (1) surjektio, jos f(A) = B. Siis, jos
jokainen joukon B alkio on jonkun joukon A alkion kuva.

Toisin sanoen, f on surjektio, jos kaikilla y € B on olemassa x € A, jolla
f(z) = y. siis "kuvat tayttavit maalijoukon”.

Kuvaus f : A — B on (2) injektio, jos
f(x1) = f(x2) vain kun z1 = x5 .

Toisin sanoen,
f(z1) = f(22) = 21 = 22.

Injektiossa siis eri alkiot kuvautuvat eri alkioille.

Kuvaus f : A — B on (3) bijektio, jos se on seké surjektio ettd injektio.
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Merkinta. Merkitsemme usein, ettd

Esimerkkeja.
(1) Funktio f : R — Ry, f(x) = 22, on surjektio, silld

f(R) = f(Ry) = {z[z > 0},

mutta f ei ole injektio, silld esimerkiksi f(1) = f(—1) = 1.

(2) Funktio g : R — R, g(z) = 2z, on bijektio, silli g on surjektio, koska
jokainen y € R on alkion y/2 € R kuva, ja g on myds injektio: jos g(x1) = g(x2),
nn 2x1 = 2xo ja sis T4 = Ta.

(3) Funktiolle f : R — R, f(z) = 22,

B=[-1,2, f7'(B)=[-v2,V2:
r€ f7YB) < f(z) € B+ z?c[-1,2]
x2§2<:>]x|§\/§.

Huomautuksia. (1) Olkoon f : A — B kuvaus. Silloin kuvaus g : A — f(A),
g(x) = f(x) kaikilla x € A, on surjektio.

Jattamalla kuvapuolelta pois turhat pisteet, eli ne pisteet, joille et mitaan kuvau-
du, saadaan jokainen kuvaus aina surjektioksi.

(2) Kaksi kuvausta f1 : Ay — By ja fo : Ay — By ovat samoja, jos Ay =
As, By = Bs ja fi(x) = fo(x) kaikilla x € Ay . Siis pelkkd "sama sdinté” ei takaa
kuvausten samuutta; myos kuvausten ldhdon ja maalin on oltava samat!

Esimerkki. Olkoot

f:R—=Rse f(z)=x°
g:[1,6] = R s.e. g(x) =2>.
Tdlloin g # f, koska ldhtdjoukot ovat eri joukot.

Yhdistetty kuvaus. Olkoot f : A — B ja g : B — C kuvauksia. Yhdistetty
kuvaus go f : A — C on kuvaus, jolle

(go f)(xz)=g(f(x)) kaikilla x .

Esimerkki.

f:R—Rs.e f(xr)=-cosz

g:R—=Rse gx)=2?

(9o f)(z) = (cosz)?
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Maaritelma. Reaalifunktio on funktio f: A — R, jossa A C R.

Huomautus. Talld kurssilla yleensd A on vdli tai yleisemmin muotoa A = A\F,
jossa F' on ddrellinen. Esimerkiksi A =R\{—1,+1}.

Huomautus. Useilla funktioilla on luonnollinen ldhtd, jossa funktio on madritel-
ty. Siis, jos f on mddritelty analyyttiselld lausekkeella (Esimerkiksi f(x) = 1/z),
niin ajatellaan, ettda funktion f lahtojoukko on laajin reaalilukujoukko, jossa kysei-
nen lauseke on mielekds. Esimerkiksi funktio 1/x on mddritelty joukossa R\{0}.

Esimerkki. Olkoon

fla) =52

Funktion f luonnollinen lihté on A =R\{—-1,+1}, f: A —R.

Kaanteiskuvaus. Olkoon f : A — B bijektio. Siis kaikilla y € B on olemassa
yksikiisitteinen x € A siten, ettd f(z) = y. Merkitsemme titd z = f~1(y), jolloin
saadaan funktion f kaanteiskuvaus

ft:B—A.

Siis
y=flz) =az=f"(y).
Jos f ei ole bijektio, niin kiinteiskuvaus f~! ei ole médritelty.

Huomaa kuitenkin, ettd joukon By C B alkukuva, f~1(Bj) on aina miéritelty.
Identtinen kuvaus. Merkitsemme: idy : A — A on identtinen kuvaus, jolla
ida(x) = x kaikilla © € A. Lyhyesti voidaan merkitd id = id 4, jos epdselvyyden
vaaraa ei ole.

Kuvaus td s on bijektio ja id;l =1idy.

Lause 3.1. Olkoon f : A — B bijektio. Tdlloin
(1) f=' : B — A on bijektio.
2) (fH"=f
(3) f Vo f=idaja foft =idp.

Todistus. Tama on helppo harjoitustehtava.

Lause 3.2. Jos f : A — B ja g : B — C ovat bijektioita, niin yhdistetty kuvaus
gof : A— C on bijektio ja

(gof)t=flog .

Todistus. Tama on helppo harjoitustehtava.

Lause 3.3. Olkoot f : A — B ja g : B — A kuvauksia, joille go f = ida ja
fog=1idg. Tdlloin f on bijektio ja g= f~1.

Todistus. f on injektio, silla
f@)=fly) = z=(g90f)(x) =9(f(x)) =9(f(y)) =vy.

f on surjektio, silla
be B=b= f(g(b)).

y=fle)=gly) =9(f(x)) =a=g=["".
Nyt, koska f on injektio ja surjektio, on se myds siis bijektio.



18 RHS/SYKSY 1999/DIFF. INT. I.1

Esimerkki. Olkoon f : R — R, f(x) = 2z + 3. Osoita, etti f on bijektio ja
madritd f~1.

Ratkaisu: Tarkastellaan yhtalod yv = 2x + 3, missd x on tuntematon ja y on
annettu. Sillé on aina tdsmdlleen yksi ratkaisu x = % Nyt siis f on bijektio ja

fHy) =42,y eR.
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4. LUKUJONON RAJA-ARVO

Huomautus. Yksi analyysin keskeisimmista késitteista on lukujonon raja-arvo!
Esimerkkeja lukujonoista:

1,2,3,4, ...
0,1,0,1, ...
1,1/2,1/3,1/4, ...
5,5,5,5, ...

Lukujono. Jos jokaista luonnollista lukua n asetetaan vastaamaan reaaliluku z,,,
saadaan paattymaton lukujono

(Tp) = X1, T2, o Ty one

Lukujono on kuvaus x : N — R, jota merkitaan
n—x, tal (Tp)peny tai  (x,).

Huomautus. Lukujonoa (x,) ei saa merkitd {z,|n € N} eikd {z,} .
Esimerkiksi, jonot

(zn) =0,1,0,1,0,. ..
(yn) =0,0,0,1,1,1,1,1,... (loput termit kaikki ykkosid)

ovat ert jonoja, vaikka

{zn|n € N} = {ynjn € N} ={0,1}.

Lukujonon raja-arvo. Lukujonolla (x,) on raja-arvo a € R, jos jokaista lukua
€ > 0 vastaa luku n. € N siten, etta

|z, —al < e, kunn > ne.
Toisin sanoen, jokaista pisteen a ymparistéa U (a, €) vastaa luku n. siten, etta
xn € Ula,€) aina kun n > n..

Luku ne riippuu yleensa epsilonista.

Jos jonolla (z,) on raja-arvo, sanotaan jonoa suppenevaksi eli konvergoivaksi.
Jos jonon raja-arvo on a, niin sanomme, ettd jono (z,) suppenee kohti lukua a ja
merkitsemme

T, — ataia= lim =z, .

n—oo

Jono hajaantuu eli divergoi, jos se ei suppene kohti mitaan lukua.
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Esimerkkeja.

(1) Lukujonon 5,5,5,... raja-arvo on 5. Yleisemmin: Jos x, = x kaikilla n,
lukuunottamatta adrellista madraa indekseja, niin lim,, o, x, = x, silld

|z, — x| = |z — x| =0 suurilla n.
(2) limy, oo £ =0, silld, jose> 0, on

1 1 1
0 ——|=—<e€, kunhann > —.
n.n €

(3) limy, o0 251 = limy, o0 1L

ntl TH/n = 1, silla, jos € > 0, niin
s
1l = i
n+1 n+1 ’

kunhan n > % .
Alarajan laskeminen n:lle:
2

n+1

= 2<e(n+1)

= 2<en+e

2 —€e<ne
2—¢€

<e€

<~ n >

€

(4) Lukujono 0,1,0,1,... hajaantuu. Todistetaan tdmd:

Tehddan vastavaite: Lukujono 0,1,0,1,... suppenee eli on olemassa luku a € R

siten, ettd x, — a, kun n — oo. Tdlloin on olemassa n. (voisimme merkitd n, /o
) siten, ettd

|z, —a] <1/2, kun n > n..
Valitaan n > ne, jolloin myos n + 1 > ne ja kolmioepayhtalon nojalla
1= |zn — Tpt1| = [(Tn — @) + (@ — Tpy1))|
<|xn —al+|rps1—a| <1/241/2=1,

mikd on ristiriita. Siis vastavdite on vadard ja vaitos oikea ja siis jono 0,1,0,1,0, ...
hajaantuu.

Lause 4.1. Lukujonolla voi olla enintaan ykst raja-arvo.
Todistus. Oletetaan, ettd x,, — a ja x, — b. VAaitos siis on, ettd a = b.
Teemme vastaviitteen: a # b.

Merkitsemme € = @ > 0. Télloin on olemassa n; s.e.
|z, —a| < e, kunn > n!
ja talloin on olemassa nlel s.e.
|z, —b| <€, kunn >n, .
Valitsemme 1, = max{n_,n, }. Silloin kolmioepéyhtilén nojalla, kun n > n,
3e=la—0b| <l|a—xn|+ |z, —0
< €+ €= 2€,

joten 3 < 2, RR. Siis antiteesi on viara ja vaitos on oikea.
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Lause 4.2. Olkoon (x,) suppeneva jono. Tdlldin jokaista lukua ¢ > 0 kohti on
olemassa ne € N siten ettd |z, — Tnip| <€, kun n > n, jap € N.

Todistus. Olkoot a = lim,, ., T, ja € > 0. Talloin on olemassa n. € N s.e.
|z, —a| <€/2, kunn > n,.
Olkoon nyt n > n. ja p € N, jolloin myo6s n+p > n.. Siis kolmioepayhtalon nojalla

|Ty, — Tpap| = |Tn —a+a— Tpypl
< lon —al + o — Ty
<e€/2+¢/2=c¢.

Maaritelm4a. Jono (x,) on
nouseva, jos r, < x,41 kaikilla n,
aidosti nouseva, jos x, < T,4+1 kaikilla n,
laskeva, jos x, > x,41 kaikilla n,
aidosti laskeva, jos z,, > x, 41 kaikilla n,
monotoninen, jos se on nouseva tai laskeva ja
aidosti monotoninen, jos se on aidosti nouseva tai aidosti laskeva.

Huomautus. Nouseva-sanan tilalla voidaan kayttad sanaa kasvava ja laskeva-
sanan tilalla voidaan kdyttaa sanaa vahenevd.

Esimerkkeja.

Jono 1,2,3,... on aidosti nouseva.

Jono 1,1/2,1/3,... on aidosti laskeva.

Jono 1,1,1,... on sekd nouseva etta laskeva.

Jono 0,1,0,1,... ei ole monotoninen.
Osajono. Jono (yi) on jonon (x,) osajono, jos yr = n,, Mmissd pitee, ettéd
ny < mg < ---. Siis kun alkuperiisestd jonosta poistetaan osa termeja (jaljel-

le ja& silti ddrettomén monta) niin jaljellejdédnyt jono on nyt alkuperdisen jonon
osajono. Huomaa kuitenkin, ettd myos jono itse on aina oma osajononsa.

Huomautus. n; > k. Todistus induktiolla.

Esimerkki. Jono 0,1,0,1,0,... hajaantuu, mutta sen osajono 0,0,0,0,... suppe-
nee.

Lause 4.3. Jos jono (z,) suppenee kohti lukua a, niin sen jokainen osajonokin
suppenee kohti lukua a.

Todistus. Olkoon (y) jonon (z,) osajono, yr = Zp,, kun nx > k. Olkoon € > 0.
Talloin on olemassa n. s.e.

|z, —a| < e, kun n > n..
Jos nyt k > n, niin ni > k > n, ja siis

lyr — al = |z, —al <e.
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Maaritelma. Jono (z,,) on rajoitettu, jos joukko {z,|n € N} on rajoitettu. Toisin
sanoen, jos on olemassa a,b € R siten, etta a < x,, < b kaikilla n.
Esimerkkeja.
1,2,3,4,... ei ole rajoitettu jono.

1,2,1,2,... on rajoitettu jono.
1,1/2,1/3,1/4,... on rajoitettu jono.

Lause 4.4. Suppeneva jono on aina rajoitettu.
Todistus. Oletetaan, ettd jono (x,,) suppenee kohti lukua a. Valitaan e = 1. Talléin
on olemassa n; siten, etta
|z, —al <1, kunhan n > n; .
Kolmioepayhtalon nojalla, kunhan n > ny, patee, etta

20| < |2 — al + Ja] < 1+ a].

Entd, kun n < n;?7 Koska joukko {|z1|,|x2]|,...,|zn,|} on &&rellinen, niin on
olemassa luku M = max{|z1]|,|z2|,...,|Tn, |}
Siis kaikilla n € N on voimassa

|z, | < max{M,1+ |a|}.

Huomautuksia.
(1) Kddnteinen tulos ei pade! Vastaesimerkki on esimerkiksi jono 0,1,0,1,...,
joka on selvasti rajoitettu, mutta joka ei kuitenkaan suppene.

(2) Koska jono 1,2,3,... ei ole rajoitettu, niin se ei suppene edellisen lauseen
nojalla.

Seuraava lause on erittdin kéiyttokelpoinen!
Lause 4.5. Epayhtdlon siilymisen periaate. Olkoot (x,,) ja (y,) suppenevia

jonoja ja x, <y, kaikilla n. Tdlloin

lim z, < lim y, .
n—oo n—oo

Huomautus. Huomaa kuitenkin, etta seuraava ei pade:

Ty < Yp = lim z, < lim y, .

n—oo n—oo

Esimerkiksi kelpaa seuraava: Valitsemme, ettd x,, = 0 katkilla n ja y, = % Talloin

Tn <Yn Vn MUTTA lim z, =0= lim y, .

n—oo n—oo

Epdyhtalon sdilymisen periaatteen todistus. Olkoot x,, — a ja y, — b. Viite on
nyt siis, ettd a < b.
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Teemme antiteesin: a > b.

Merkitsemme € = “T_b > 0. Talloin on olemassa n; siten, etta

|z, —a| <€, kun n > n!

. .. oo 1
ja talloin on olemassa n_ s.e.

lyn — b| < €, kun n > n, .

. /7 12 . .
Valitsemme n. = max{n_,n, }. Silloin, kun n > n,

Yn —Tp <b+e—(a—€)=b—a+2e=—-€<0
== Yn < Tp,

joten on saatu RR. Siis antiteesi on vaara ja vaitos on oikea.

Epayhtilon siilymisen periaatteen korollaari 4.6. Olkoon x, — a ja x, <
M kaikilla n € N. Silloin a < M.

Todistus. Lauseessa 4.5 valitaan y,, = M kaikilla n € N, jolloin y,, — M .
Lause 4.7. [Myrberg, Lause 2.3.4] Olkoot

lim z, =a, lim y, =0.
n—oo n—oo
Talloin

lim (z, +yn) =a+b

n—oo

lim (z,y,) = ab

)

(2) lim (rzy,) = ra, missi v € R on vakio
)

T, a

) Jim I =4

b #0,y, #0.

oo Y b

Todistus. Katso Myrberg, Lauseen 2.3.4 todistus.
Kohta (1):

Olkoon ¢ > 0. T#llsin on olemassa n. siten, etti
|z, —a| <€/2, kunn > nl
ja tallsin on olemassa n, s.e.
lyn — bl < €/2, kun n > n, .
Valitsemme n, = max{n,,n, }. Silloin kolmioep#yht#lén nojalla, kun n > n.

(@0 +yn) = (@ + )| < la—zn| + [yn — 0]
<e€/2+¢€/2=¢,
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siis p, +yn — a+b.
Kohta (2) seuraa kohdasta (3), kun y,, = r kaikilla n.
Kohdan (3) todistus:
|Znyn — ab| = |znyn — ayy, + ay, — ab|
= [(&n = a)yn + ayn = )| < |(2n — a)yn| +[a(yn — b)]
< |zy — allyn| + lal[yn — B[,
missé jono (y,) on suppenevana jonona rajoitettu, lause 4.4 [Myrberg, Lause 2.3.2],
ja siten on olemassa M > 0 s.e. |y,| < M kaikilla n. Voimme valita lisiksi, ettd
M > |al.
Olkoon € > 0. T&llgin on olemassa n, siten, etté
|z, —a| <€/2M , kun n > n!
ja tallsin on olemassa n, s.e.
|yn — b < €/2M , kun n > n;/.

Valitsemme n, = max{n;, n;/} Silloin kolmioepayhtéalon nojalla, kun n > n.
saadaan, etta
|Tpyn —ab] < Me/2M + Me/2M = e.

Vaite on todistettu.

Kohdan (4) todistus:

Kohdan (3) nojalla riitt&dé osoittaa, etté
1

Yn

!

S| =

Huom. b # 0.

i_l‘_ |b_yn|
Yn b lyn|lb]

Olkoon e > (0. Talloin on olemassa n; .

|yn — b| < €, kun n > n’.
Erityisesti on olemassa nj s.e.
lyn — b| < |b]/2, kun n > n;.

Naille n patee, etta

Yn| = 10— (b—yn)]

2 [bf = [b—yn| = [b] — [b]/2 = [b]/2.
Siis ) ) 5
— — =1 < |b=Yn|75 -
e EL

Koska y,, — b, niin talloin on olemassa ns s.e.

1y — b| < €[b?/2, kun n > ny .

Kun n > max{ni,ns}, niin

1 1‘ <
— ——| <e.
Yn b
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Esimerkkeja. (1)

n 1 1
= —
1+n 1+1/n 140

=1, kun n — oo.

(2)

0+0 gzﬂ,kunn—mx).

24+n f—g %
— =
+5 0+0+5 5

34+4n+5n2 34

sl +

Lause 4.8. Olkoon (x,) nouseva lukujono. Tdlldin seuraavat ehdot ovat yhtdpitd-
vat:
(1) lukujono (x,) suppenee.
(2) lukujono (x,) on rajoitettu.
(3) lukujono (x,) on ylhddltd rajoitettu .
Lisaksi talloin
lim z, = sup{z,}.

Todistus. (1) = (2): On todistettu aikaisemmin, ettd suppeneva jono on aina
rajoitettu, lause 4.4 [Myrberg, Lause 2.3.2].

(2) = (3): Selva.

Riitta4a siis osoittaa, ettd (3) = (1):

Oletamme, ettd (3) pdtee. Silloin on olemassa sup,cn{zn} = G. Viitdmme,
ettd x, — G. Olkoon € > 0. Silloin on olemassa ng s.e. z,, > G — €, [Myrberg,
Lause 1.4.3]. Kun n > ng, niin

G-e<zp, <z, <G

Siis
|z, — G| <e.

Vastaava tulos patee laskeville jonoille:

Lause 4.9. Olkoon (x,) laskeva lukujono. Tallbin seuraavat ehdot ovat yhtapitd-
vat:
(1) lukujono (x,) suppenee.
(2) lukujono (x,) on rajoitettu.
(3) lukujono (x,,) on alhaalta rajoitettu .
Lisaksi talloin
lim z, = inf{z,}.
n—00 neN

Seuraavan esimerkin ratkaisutapa on tarkea:

Esimerkki. [Vilikoetehtéva 1994]

Tehtava: Olkoot x1 > 0 ja xp41 = 1ign , n > 1. Osoita, ettd on olemassa

raja-arvo lim, ., T, ja madrdada tuo raja-arvo.

Ratkaisu:

1> 0= 29 = >0— - —=x, >0 Vn.

+ 21
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Siis jono (xy) on alhaalta rajoitettu.

Koska
T T

< ;
1+z, 1+0

Tn+1 =

niin jono (x,) on laskeva.
Stiis raja-arvo on olemassa, ja merkitsemme lim, . T, = a.

Stis

_ 1 _ 1 Tn, @
a_nljgoxnﬂ_nggol—f—xn_l—f—a.
FEdelleen
a
a =
1+a
a+a®=a
a’> =0
a=0.

Huomautus. Usein kannattaa ensin mdaardta x = lim x,,, vaikkeir sen olemassao-
loa tiedetdkddn; kyseinen luku on ainoa mahdollinen luku raja-arvoksi. Jonon (z,)
rajoittuneisuuden osoittamiseksi voidaan kayttdd lukua x (ala- tai yldrajana sen
mukaan, onko jono laskeva vai nouseva). Mutta raja-arvon olemassaolo ON AINA

osoitettaval

Neperin Luku e. Koulussa on osoitettu, ettd

1 n
e = lim (1 + —) .
n—o0 n

Osoitamme, etta raja-arvo on olemassa ja osoitamme yleisemmin, etta

3 lim (1+ f) .
n—oo n

Lause 4.10. Olkoon x € R. Tdlloin on olemassa

T n
lim (1 + —) .
n—oo n

mn:(l—k%) .

Osa I: Osoitamme, ettéd (z,) on nouseva niilla n, joilla n > |z|.

Todistus. Merkitsemme

Todistus. Olkoon n > |z|.
Koska

TR IR
n n

niin x,, > 0.
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Nyt
n+1
1+ni>
Tnt1 ( +1 ] :(1+_>an+1,
Tn, n
<1+%>
missa
1+ 5 [(n+l+z)n+az]—= T
a= — = =1- =:1-1¢.
1+ 3 (n+1)(n+z) (n+1)(n+z)

Jos x < 0, niin
x

<
(et Dn+a)
koska n +x > 0. Jos x > 0, niin

x 1
< <
(n+1)(n+z) n+1

Y

koska n 4+ x > .
Aina patee, etta —t > —1.
Bernoullin epayhtalosta seuraa, etta

A=t >1—(n4l)t=1——— ="
n—+x n—+x

Siis
n

Ln+1 £ n+1 £
=(1+—-)(1—-¢ > (14—
. I+ A= 21+ ) ——

Siis x,, < x,41. Siis osa I on todistettu.
Osa II: Osoitamme seuraavaksi, ettd jono (z,) on ylhaalta rajoitettu.

1+ 9H0-5H=1-2 <1

1+ Da-f=1- b

— (1+3)<(1-57"  kunn > |
n

xn:(l—kz)”g(l—f)*”,kunn>|x|
n

Merkitaan: k = pienin kokonaisluku, jolle pétee, ettd k > |z|.
Viite I implikoi, kun sijoitetaan x — —x, ettd jono (1 — %)™ on nouseva, kun
n > k. Siis

(1—%)n2(1—%)k,kunnzk,
Siis
x._, T _p o
(1—-=) S(l—E) =: M, kaikillan > k,
n

joten xz,, < M, kaikillan > k.
Myo0s osa II on todistettu.
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Huomautus. Kun nyt sijoitetaan x = 1, saadaan ns. Neperin luku
1 n
e = lim (1 + —) .
n—oo n

Huomautus. Skotti John Napier (Neper) (1550-1617) oli logaritmien keksij.

Kuristuslause 4.11. Olkoot z,, < y, < z, katkilla n € N ja lim,, .oz, = a =
lim, .o 2. Tdlloin y, — a.

Todistus. Olkoon e > (0. Talloin on olemassa ng s.e.
|z, —al <e€jalz, —al <e,kunn >ng.
Nailla n on

a—€< Ty <Yy < zp<a-+te,

ja siis
|yn - Cl| < €.

Esimerkki. Madarita lim,,_ . yn, kun

1 1 1
— + +...+7.
vn24+1 Vn242 vn2 +n

Yn

Oletamme, ettd neliojuuren (\/_) ominaisuudet tunnetaan.

Ratkaisu:
> + ! + + L "
- =Ty,
yn_\/n2+n vn2+n vVn24+n  Vn24+n
ja
1 1 1 n
Yy D 2

Vn2+1 Vn2+1 vn24+1 Vn2+1

Seuraavassa tarvitaan neliojuurifunktion jatkuvuutta!

=1, kun n — oo.

—_
+

|
<

=1, kun n — oo.

—_
+
§w|,_.
5-
[a—Y

Kuristuslauseesta seuraa, ettd y, — 1.

SEURAAVAT KAKSI LAUSETTA OVAT TARKEITA!



RHS/SYKSY 1999/DIFF. INT. I.1 29

Lause 4.12. Jokaisella lukujonolla on monotoninen osajono.

Todistus. Olkoon (x,,) jono. Merkitsemme

S ={n € N|z,, < z,,, jokaisella m > n}.

Tapaus 1. S on dareton joukko.

S ={ni,ng,...},jossan; <ng <---

Siiné siis 1 = min S, ne = min(S\{n1}), ...
Jos ng € 9, niin x,,, < x,, kaikilla m > ny, . Siis

Ty, < Tngyq -

Tapaus 2. S on aarellinen joukko.

Jos S = (), niin valitaan n; = 1.

Jos S # (), niin valitaan n; = max S + 1.
Talldin ny >nVn e S.

ny ¢ S, siis ei pade x,, < z,Ym > nq.
Siis dng > nq, jolla z,, < x,,.

ng ¢ S, siis ei pade x,, < x,Vm > nsy.
Siis dng > na, jolla z,,, < xp,.
Oletamme, etta on loydetty luvut ny < ng < --- < ng, joille x,;, > -+ > x,, .
nk ¢ S, siis ei pade z,, < z,Vm > ny.
Siis dng1 > nyg, jolla zp, ,, < Ty,

On siis saatu laskeva jono (z,, ).

Bolzano-Weierstrass-Lause.
Rajoitetulla jonolla on aina suppeneva osajono.

Todistus. Olkoon (x,) rajoitettu lukujono. Lauseen 4.12 nojalla silld on olemassa
monotoninen osajono (yy).

T&mé osajono (y,) on my0s rajoitettu.

Siis meilld on rajoitettu, monotoninen osajono (y,). Mutta aikaisemmin on
todistettu lause (Myrberg, Lause 2.4.1), etté silloin jono (y,) suppenee.

Huomautus. Huomaa, etta Lause 4.12 ja Bolzano- Weierstrassin Lause puuttuvat
Muyrbergin kirjasta, vaikka ne ovat erittdin tarkeitda!

Cauchyn kriteerio 4.13. Olkoon (z,) lukujono. Tdlléin seuraavat véitteet ovat
yhtapitavat:

(1) Lukujono (x,) suppenee.

(2) Ve >0 3dng € N s.e. |2y, — Tnyp| <€, kunn >ng jap € N.

(3) Ve >0 dng € N s.e. |z, —xk| <€, kunn > ng ja k > ng.
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Huomautuksia. (1) Cauchyn kriteerion 4.13 ehdoissa (2) ja (3) ei esiinny itse
raja-arvoa lainkaan!
Suppenevuus saadaan selville tutkimalla lukujen x,, vdlisid etdisyyksid.

(2) Cauchyn kriteerio ei pdade joukossa Q. Esimerkiksi voimme wvalita jonon
T, € Q, jolle z, — /2. Tdllsin (2) ja (3) ovat voimassa, mutta jono (x,,) ei
suppene joukossa Q.

(3) Ranskalainen Augustin L. Cauchy (1789-1857).
Cauchyn kriteerion todistus.
(2) <= (3) selvd
(1) = (2) selva, koska todistimme sen aikaisemmin, [Myrberg, Lause 2.2.1].

Riittaa siis osoittaa, ettd (3) = (1).
Oletamme siis, ettd (3) on voimassa.
Sovellamme kohtaa (3), kun ¢ = 1, jolloin saamme n; s.e. |z, — Tp,+1| <
1, kunn >nq.
Siis
[Zn| < |Tn — Tpy 11| + |20y 11 S T+ [0, 411,

kaikilla n > nq . Siis kaikilla n € N patee
|xn‘ = max{|a:1| ) |$2’ DRI ’xm’ 1+ ’xm-&-l‘} =M.

Bolzano-Weierstrassin Lauseen nojalla 16ytyy suppeneva osajono () ja siis on
olemassa a € R s.e.
Tp, —a,kun j — oo

Osoitamme, etta x,, — a.

Todistus.
Olkoon € > 0. Kohdan (3) nojalla on olemassa ng s.e. |r, — x| < €¢/2, kun
n > ng ja k > ng.
Koska z,,; — a, niin on olemassa j, jolle n; > ng ja |r,; —a| < ¢/2. Kunn > ng,
niin
[T —a| < |zp — 2, |+ |20, —a] <e€/24€/2=¢.

Siis x,, — a.
Vaite on todistettu.

Maaritelma. Lukujono (z,) kasvaa rajatta, jos jokaista lukua M € R vastaa
indeksi ny; siten, ettd xz, > M, kunhan n > nj;. Toisin sanoen jonon (z,) luvut
ovat minka tahansa ennalta valitun luvun ylapuolella, kunhan vain indeksi nj; on
tarpeeksi suuri. Talloin merkitaan

n—oo . .
r, —— oo tai lim z, = co.
n—oo

Huomautus. Symboli oo ei ole mikadn luku. Jos x,, — 0o, niin jono hajaantuu.
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Maaritelma. Lukujono (x,) pienenee rajatta, jos jokaista lukua m € R vastaa
indeksi n,, siten, etta x,, < m, kunhan n > n,,. Talloin merkitaan

n—oo . .
T, —— —o00 tai lim z, = —cc.

n—oo

Esimerkkeja.

(1)

lim n = o0, sillan > M, kunn > M.

(2)

nler;O(—n) = —o0.
(3)

nan;o(—nQ) = —00.

(4)

Jono (x,) = (=2)" ei kasva eikd pienene rajatta, mutta |x,| = 2" — co.
Lause 4.14. Olkoon x,, > 0. Talloin

Ty, — 00 < — — 0.

Todistus. Katso Laskuharjoitustehtavat 4.7 ja 4.8.
Esimerkki 4.15. Olkoon a € R. Tutkimme jonoa (z,) = a™. Talloin
0, joslal <1
n—00 oo, jgJosa>1
3, josa < —1
Todistus.
Jos a =1 niin limz,, =1lim 1" = 1.
Jos a > 1 niin talléin @ = 1 + p, missa p > 0. Olkoon M > 0. Siis Bernoullin
epayhtalon nojalla saadaan, etta
a"=1+p)">14+np>M,
kun n > (M —1)/p. Siis limz,, = co.

Jos |a| < 1. Olkoon |a| = ﬁ, missd p > 0. Olkoon € > 0. Silloin Bernoullin
epayhtalon nojalla saadaan, etta
0—a"| = [a"] = |a|"
1 1
= < < €,

(I+pm™ ~ 14+np
kunhan n > ( —1)/p. Siis lima™ = 0.

Jos taas a = —1. Silloin (a”) = —1,1,—1,1,..., joten jono hajaantuu, silld
Cauchyn ehto ei ole voimassa, koska |a,, — am,+1| = 2 kaikilla m € N.

Ja vield, jos a < —1. Silloin lima?” = oo ja lima?"*!

hajaantuu.

= —oo ja jono (a™)
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5. FUNKTION RAJA-ARVO

Maaritelm&. Olkoon A C Rja f: A — R ja U(zo,7)\{z0} C A. Toisin sanoen,
funktio f on maéaritelty pisteen xy punkteeratussa ympéristossia. Sanomme, etta
funktiolla f on pisteessa xg raja-arvo a, jos kaikilla € > 0 on olemassa § > 0 siten,
etta

|f(x) —a] <e, kun 0 < |zg — 2| < 0,

eli

f(z) € U(a,e) , kun x € U(xp,0)\{zo}.

Edelld § < r.
Talloin merkitaan
f(z) = a, kun x — xg

tai

lim f(x)=a.
Tr—xQ

Esimerkkeja.
(1) Olkoon f:R — R, f(z) = x. Silloin

lim z = 2.

T—x0

(2) Olkoon f :R — R, f(x) = 22. Silloin

lim 2% = 7.
T—XQ
Todistus. Olkoon € > 0. Talloin
f(2) — 23] = [a® — 3] = |2 — wolla + o]
Olkoon |z — z¢| < 1. Silloin
‘x+$o‘ = ‘x—$0+$0+$0’

< |z —zo| +2|zo| < 14 2|29 =: M.
Siis
|f(x) —x3| <l|z —xo|M < €,
kunhan
€

O<‘$—£IJ‘0‘<M

Siis valitsemme § = ﬁ .

(3) Olkoon f:R — R, f(x) = 22, kun x # 1 ja f(1) = 19. Silloin

limz2=1.

rx—1

Sama todistus kuin ylla.
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Huomautuksia. (1) Funktion f tdytyy olla madritelty jossain pisteen xo ympd-

ristossa lukuunottamatta pistettd xo, jossa sen ei tarvitse olla maaritelty. Huomaa

stis, ettd funktion f mahdollinen arvo pisteessda xg ei vaikuta funktion raja-arvoon.
(2) Luku 6 risppuu yleensd luvusta e.

Lause 5.1. Funktiolla f voi pisteessd xg olla enintdan yksi raja-arvo.
Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa raja-arvot a ja b. Vaitdmme, ettd a = b.

Teemme vastaviitteen: a # b.
Merkitsemme € = @ > (0. Talloin on olemassa d; > 0 siten, etta

|f(x) —a] <€, kun 0 < |z — 29| < 07,
ja talloin on olemassa do > 0 siten, etta
|f(x) —b| <e, kun 0 < |z — x¢| < b2,

Valitsemme 0 = min{d;,d2}. Valitsemme luvun z s.e. 0 < |z — xo| < §. Tall6in
kolmioepayhtalon nojalla,

de=la—bl=la—-b+f(z) - f(z)| <l|a— f(x)]+|f(z) -]

< e+ €= 2€,

joten 3 < 2, RR. Siis antiteesi on vaara ja alkuperainen vaite on oikea.

Huomautus. Merkinta

a= lim f(z).

on jarkeva, koska raja-arvo on yksikasitteinen.

Lause 5.2. Olkoon lim,_,,, f(z) olemassa. Tdlloin kaikilla € > 0 on olemassa
0>0 s.e.

|f(x1) = f(x2)| <€, kun x1,29 € U(z0,)\{z0} .

Todistus. Merkitsemme

a= lim f(z).
T—x0

Talléin on olemassa d > 0.
|f(x) —a| <€/2, kun 0 < |z — x| < 4.
Kun z1, 29 € U(zo,d)\{z0}, saamme

|[f(21) = fla2)| <o — fle)| +[f(22) —af
<€/2+¢€/2=¢€.

Funktion raja-arvon késite palautuu lukujonon raja-arvon kasitteeseen seuraa-
van lauseen avulla:
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Lause 5.3. Olkoon f madritelty pisteen xo punkteeratussa ymparistossa U (xo,r)\{xo}
ja olkoon a € R. Talloin seuraavat ehdot ovat yhtapitavat:

(1) lim f(z)=a

r—T0

(2) lim f(zy) = a jokaisella jonolla (xy,), jolla x,, € U(xo,r)\{z0} Yn ja x, — x¢.

n—oo

Huomautus. x, # xg.
Lauseen 5.3 todistus. (1) = (2):
Olkoon (z,,) jono, x,, € U(xo,)\{z0}, zn — 0.
Vaitdmme, ettd f(x,) — a, kun n — oo.
Todistus: Olkoon € > 0. Talléin on olemassa d > 0 s.e.
|f(z) —a|l <e, kun 0 < |z — x| < 9.
Koska x,, — xq, niin dng s.e.

0<|xp —x0] <d,kunn >ng.

Nailla n on
|[f(zn) —al <e.
(2) = (1):
Teemme vastavéitteen, siis oletamme, etté (1) ei pade. Silloin on olemassa € > 0,

jolla ei ole olemassa vastaavaa lukua §. Siis mik&an luvuista 1/n ei kelpaa luvuksi
. Kaikilla n € N on olemassa z,, € U(zg,7)\{x0}, jolle

[zn — 2ol <1/n ja |f(zn) —al =€,

mutta koska x,, — xo, niin (2):sta seuraa, ettd f(z,) — a, kun n — oo, RR. Siis
(1) patee.

Lauseen 5.3 avulla todistamme:
Lause 5.4. Olkoon
lim f(r)=a ja lim g(x)=b ja teR.

T—X0 r— T

Talloin

(1) lim (f(z) +g(z)) =a+b.

Jos b # 0, niin
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Todistus. Kaytdmme Lausetta 5.3. Olkoon z,, — xg, =, # xo. Lauseesta 5.3
seuraa, ettd [Myrberg, Lause 2.8.3]

flxn) —a ja g(z,) —b, kunn — oco.
Silloin [Myrberg, Lause 2.3.4]
flxn)+g(xy) —a+b, kunn — oco.
Uudelleen, edellinen lause [Myrberg, Lause 2.8.3]

fx)+g(x) > a+b, kun x — zg.

Muut kohdat todistetaan samalla tavalla.

Maaritelma. Reaalifunktio on rajoitettu joukossa A, jos on olemassa M > 0 siten,
ettd |f(z)| < M kaikilla z € A.

Esimerkki. f(x) = 1/x on rajoitettu joukossa [1,00[, mutta f ei ole rajoitettu
joukossa |0, ool.

Lause 5.5. Jos funktiolla f on raja-arvo pisteessa xq, niin f on rajoitettu erdassa
pisteen xo punkteeratussa ympdristéssi U(xo,r)\{xo}-

Todistus. Olkoon
lim f(z)=a.

r—xg

Valitaan € = 1. Silloin raja-arvon maaritelman nojalla on olemassa § > 0 s.e.
|f(x) —a| <1, kun z € U(zg,d)\{zo}.

Mutta nailla z:n arvoilla.

[f(@)] = [f(x) —a+al <[f(z) —al +[a] <T+]a.

Toispuoleiset raja-arvot. Olkoon 1 > 0. Olkoon f vélilla (xg—n, xg) méadritelty
funktio. Luku a on funktion f vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessa x, ja talléin
merkitsemme

lim f(z)=a,

r—xTo—
jos jokaista lukua € > 0 vastaa luku 6 > 0 s.e.
|f(x) —a] <€, kun z € (xg — §,20) -

Olkoon n > 0. Olkoon f valilld (zg,z¢ + 1) mééritelty funktio. Luku a on
funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessi xg, ja talloin merkitsemme

lim f(z)=a,

T—To+

jos jokaista lukua € > 0 vastaa luku 6 > 0 s.e.

|f(z) —a|l <e, kun z € (zg, 0+ 6).
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Lause 5.6. Funktiolle f on voimassa

lim f(x) =a,

T—XT0
aina ja vain kun
lim f(x)=a= lim f(x).

T—To— r—xTo+

Todistus. =—>: Tama suunta on selva.
<=: Olkoon € > 0. Silloin on olemassa d; > 0 siten, etta

|f(x) —a|l <e, kun z € (z¢g — 01, x0) -
T&ll6in on my0Os olemassa do > 0 siten, etta

|f(x) —a| <€, kun = € (g, 29 + J2) .
Valitsemme § = min{d, d2}, jolloin saamme

|f(z) —al <e, kun = € (g — §, 20 + ) \{z0}. Eliccli_{go fx)=a.

Huomautus. Vasemman- ja otkeanpuoleiset raja-arvot voivat olla olemassa pis-
teessa xg tlman, etta raja-arvo olisi olemassa pisteessa xg. Fsimerkiksi, jos

0, kun x < 0
f(x)_{lom kun x> 0,

nimn
lim f(z)=0 ja li%1+f(x) =100,

r—0—

joten lim, o f(x) ei ole olemassa, vaikka toispuoleiset raja-arvot ovatkin olemassa.

Raja-arvo adarettomyydessa. Luku a on funktion f raja-arvo adrettomyydessa,

eli
lim f(x) =a,

r— 00

jos jokaista lukua e > 0 vastaa luku M, siten, etta

|f(x) —a| <e, kun x > M..

Vastaavasti luku a on funktion f raja-arvo —oo :ssa, eli

lim f(z)=a,

r——00

jos jokaista lukua e > 0 vastaa luku m, siten, etta

|f(x) —al <e, kun x < m,..
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Raja-arvo aareton. Funktiolla f on pisteessa xg raja-arvo oo, eli
lim f(z)= o0,
Tr—xQ

jos jokaista lukua M vastaa luku § > 0 siten, etta

flz)> M, kun 0 < |z — x| < 6.

Vastaavasti maaritellaan

lim f(z) = —o0,
lim f(z) =o0.

Lemma 5.7. Olkoon f(x) > 0 kaikilla x. Silloin

lim f(z) =0,
r—
J0s ja vain jos
1
lim —— =

o )
2 ()
jossa o vot olla tyyppid xo, ro+, rog—, 00, —0O.
Todistus. Tama on Laskuharjoitustehtava 6.1.

Esimerkki 5.8. (Tavallaan pieni lause.)

oo, jJospeN
lim ¥ = ¢ 1, josp=20
r—0o0

0, jos p € Z\Ny

Todistetaan jokainen kohta erikseen:

(1) Jos p € N, ja x > 1, niin P > x, joten valittiinpa M > 1 miten suureksi
tahansa, on xP > M heti, kun x > M. Siis

lim 2 = oo, kun p € N.
T— 00

(2) Jos p=10, on xP =1 kaikilla x # 0, joten

lim 2°=1.

r—00

(8) Jos p € Z\Ny, on o = —, missi m = —p. Siis ensimmdisen kohdan
perusteella

. ) 1 1
Iim 2 = lim — = — =0.
Tr— 00 r—oo M xO
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Monotonisen funktion raja-arvo. Funktio f on:

Kasvava, jos f(x1) < f(z2) aina kun 1 < x3.

Aidosti kasvava, jos f(x1) < f(x2) aina kun 1 < xs.

Véaheneva, jos f(z1) > f(x2) aina kun z1 < x,.

Aidosti véhenevé, jos f(z1) > f(x2) aina kun z; < xs.

Kasvavia ja vihenevia funktioita sanotaan monotonisiksi funktioiksi. Funktio on
aidosti monotoninen, jos se on aidosti kasvava tai aidosti vaheneva. Huomaa, etta
esimerkiksi vakiofunktio f : R — R, f(x) = 5, on seké kasvava ettd vdheneva koko
R:ssa.

Lause 5.9. Olkoon A =la,b[. Nyt voi olla a = —o0 tai b= co. Olkoon f : A — R
kasvava. Tdalloin:
(1) Jos f on ylhddltd rajoitettu, niin on olemassa

lim f(@) = sup{f(a)lz € A}

(2) Jos f ei ole ylhddltd rajoitettu, niin

lim f(z) = oo.

(3) Jos f on alhaalta rajoitettu, niin on olemassa
lim+ f(z) =inf{f(x)|z € A}.

(4) Jos f ei ole alhaalta rajoitettu, niin

lim f(x)=—oc0.
i f(z)
Huomautus. Huomaa merkinnat silloin, kun b = oo ja a = —oo; eli lim, . ja

lim, ,_ .

Todistus. (1) Olkoon f ylhadlta rajoitettu. Silloin on olemassa
G =sup{f(z)|xr € A}.

Olkoon € > 0. T&lléin on olemassa z1 € A, jolle f(x1) > G — €.
Kun 27y <z < b, niin G —e < f(z1) < f(x) < G. Siis G =lim,_;,— f(2).

(2) Oletetaan, ettd f ei ole ylhdaltéd rajoitettu. Olkoon M € R. Silloin 3z s.e.
f(x1) > M. Kun 1 < z < b, niin M < f(x1) < f(x). Siis

liril f(z) = .
Kohdat (3) ja (4) ovat samantapaiset ja siksi niiden todistukset jétetdan harjoitus-
tehtaviksi.

Huomautus. Vastaavat tulokset kuin edellisessa lauseessa patevat myos vahene-
ville funktioille.

Esimerkki. Olkoon f : (0,00) — (0,00), f(z) = 1/x. Funktio f on vdhenevd ja

se et ole ylhadlta rajoitettu, mutta se on alhaalta rajoitettu. Nyt

lim f(x)=0 ja lim f(z)=o0.

r— 00 r—0+
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6. FUNKTION JATKUVUUS

Huomautus. Analyysin yksi keskeisimmistd kdasitteista on jatkuvuus!

Olkoon A C R mielivaltainen joukko ja f: A — R.

Jatkuvuus. Olkoon xy € A. Funktio f on jatkuva pisteessa xq, jos kaikilla € > 0
on olemassa § > 0 siten, ettd

|f(z) = f(zo)| <€, kunz € A ja[zo — x| <9,

eli kun x € ANU(xp,0). Muutoin f on epéjatkuva pisteessd zo. Funktio f on
jatkuva, jos f on jatkuva jokaisessa pisteessd zg € A.

Huomautus. Jos zg ¢ A, niin f ei ole pisteessd xg jatkuva eikd epdajatkuva.
Siis esimerkiksi, f : R\{0} — R, f(z) = 1/x ei ole origossa epdjatkuva, vaikka
nitn nakyy joskus esitettavan.

Erikoistapaus. Oletetaan, ettdi r > 0, jolle U(xg,r) C A. Nyt

f jatkuva pisteessi vy <= f(xo) = lim f(z).
T—XT(Q

Toisin sanoen, jokaista lukua € > 0 vastaa luku § > 0 siten, ettd
|f(z) — f(zo)| <€, kun |zg — x| <6,

eli mitd tahansa f(xg):n e-ympdristod U(f(xo),€) kohti loytyy xo:n d-ympdristd
U(xo,6) siten, ettd
f(U(x0,0)) CU(f(xo),€) -

Tama on itse asiassa otettu Myrbergin kirjassa jatkuvuuden maaritelmaksi.
Suljetun vilin tapaus. Jos taas A = [a, b], niin

f jatkuva a:ssa <= f(a) = lim f(x).

r—a+
ja
f jatkuva b:ssd <= f(b) = lim f(z).

r—b—

Esimerkkeja. (1) Vakiofunktio f(x) = ¢, c € R, on jatkuva koko R:ssd:

lim f(z)=c= f(xo) kaikilla zo € R.

T—x0
(2) Identtinen funktio f(x) = x kaikilla x € R on jatkuva koko R:ssdi:

lim f(z)= lim x =x¢ = f(xo) kaikilla xo € R.
r—xg r—xg

(3) Olkoon f : R — R, f(x) = |z|. Silloin

(@) = F(@o)] < Il = lwol| < |z~ xol.

Voimme siis valita § = € ja ndin ollen f on jatkuva kaikilla xo € R.
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Paloittain jatkuvuus. Olkoon A vali. Funktio f : A — R on paloittain jatkuva,
jos f on jatkuva paitsi darellistd maaraé pisteitd, joissa funktiolla f on vasemman-
ja oikeanpuoleinen raja-arvo.

Esimerkki. Olkoon f : R — R,

1, kun x > 0
flx)=< =1, kunzxz <0

0, kun x = 0.
Funktio f on paloittain jatkuva.
Jatkuvuuden yhteys jonoihin.
Lause 6.1. [Myrberg, Lause 3.3.2] Olkoon f : A — R ja x € A. Silloin f on
jatkuva pisteessd xg, jos ja vain jos f(xy) — f(xo) kaikilla jonoilla (z,), joilla
Ty, € A ja x, — xg.
Todistus. Lause todistetaan kuten vastaava lause raja-arvoille [Myrberg, Lause
2.8.3].
Esimerkki. Jos x,, — a, niin myds |x,| — |a|, silld kuvaus x — |z| on jatkuva.

Lause 6.2. Olkoon f,g : A — R jatkuvia pisteessa xqy. Silloin f+ g, f — g ja fg
ovat jatkuvia pisteessi xo. Jos g(xg) # 0, niin g(x) # 0 erddssé ANU(xo,T):ssa ja

L on jatkuva pisteessa xg.

g ANU (zg,T)

Todistus. Lause todistetaan [Myrberg, Lause 3.3.2 ja 3.3.4] avulla.
Merkinta. Olkoon A wvdli. Merkitsemme
C(A) ={f|f : A — R jatkuva} .

Lause 6.3. Jos f,g € C(A), niin f+g € C(A) ja fg € C(A). Jos g(x) # 0 kaikilla
x € A, niin 5 € C(A).

Lause 6.4. Olkoon f : A— B, g : B— C, C CR. Olkoon f jatkuva pisteessd x
ja g jatkuva pisteessd f(xo). Tdlldin go f on jatkuva pisteessd xg.

Todistus. Olkoon e > 0. Koska g on jatkuva f(z():ssa, niin télléin on olemassa d;
s.e.
19(y) — 9(f(x0))| <€, kun y € B ja | f(z0) — y[ < d1.

Koska f jatkuva pisteessa z(, niin on olemassa ¢ s.e.
|f(x) — f(zo)| <01, kunx € Aja |xg — 2| < 9.

Nailla x patee, etta

lg(f(x)) — g(f(w0))| <e.

Korollaari 6.5. Jatkuvista funktioista yhdistetty funktio on jatkuva.

Esimerkkeja. (1) Polynomifunktio P(x) = an2™+a,_12" 1 +---+ag on jatkuva
koko R:ssd.

(2) Rationaalifunktio R(x) = % , missd P ja Q ovat jatkuvia, on jatkuva koko
R:ssd lukuunottamatta QQ:n nollakohtia.

(8) Olkoon g : R — R s.e. g : x — |z|. Olkoon f : R — R jatkuva. Silloin
h=gof :xw—|f(x)| on aina madritelty ja jatkuva.
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JATKUVIEN FUNKTIOIDEN PERUSLAUSEITA

Seuraavat lauseet ovat TARKEITA lauseita, jotka on muistettaval

Lause 6.6. Olkoon f jatkuva pisteessi xo ja olkoon f(xo) > 0. Silloin f(x) > 0
jossain pisteen xg ymparistossa.

Todistus. Valitaan € = @ > (. Silloin jatkuvuuden maéaritelman mukaan loytyy
pisteen xg d-ympéristé U(xg,d), jolle

f(U(x0,0)) C U(f(w0),€) C Ry \{0},
silld 1oytyy 6 > 0 s.e.
|f(2) = flxo)| < f(20)/2, kun |20 — ] <0,
siis purkamalla itseisarvomerkit saadaan, etta

f(@o) 3/ (o)
2 2

0< , kun |xg —z| < 4.

< f(x) <

Lause 6.7. Olkoon f jatkuva pisteessi xo ja olkoon f(xo) < 0. Silloin f(x) <0
jossain pisteen xog ymparistossa.

Todistus. Lause todistetaan vastaavasti kuin edellinen lause, valitsemalla nyt ¢ =

f(2o)
— > 0.

Bolzanon lause. Jos vdlilli [a,b] jatkuvalla funktiolla f on erimerkkiset arvot
valin pdadtepisteissd, niin on olemassa ainakin yksi piste ¢ € (a,b) s.e. f(c) =0.

Huomautuksia. (1) Intermediate Value Theorem.
(2) Todistuksen voisi tehdd kdyttien antiteesid ja kahta edellistd lausetta. Emme
tee nyt kuitenkaan niin, vaan todistamme lauseen toisin.

Bolzanon lauseen todistus. Olkoon esimerkiksi f(a) < 0 ja f(b) > 0. Merkitsemme
E ={z € [a,b]|f(x) <0}.

Koska a € E, niin E # (), ja koska E C [a, b], niin E on rajoitettu. Siis on olemassa
c=supFl.

Nyt a < ¢ < b. Osoitamme, ettd f(c) = 0.

Kaikille n € N on olemassa z,, € E, jolla ¢ —1/n < x,, < ¢. Téll6in x,, — ¢ ja
f(z,) < 0. Koska f on jatkuva, niin f(z,) — f(c). Koska edelleen f(z,) < 0, niin
f(e) <0. Siis ¢ < b.

Kun ¢ < z < b, niin = ¢ E, silld ¢ on Em ylaraja. Siis f(x) > 0. Néin ollen

Yhdistdmalla edelliset tulokset, saamme ettd f(c) = 0, eli viitteen.

Bolzanon lauseen seurauslause 6.8. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva. Tdalloin f
saa kaikki arvot, jotka ovat lukujen f(a) ja f(b) vdilissd.

Todistus. Olkoon f(a) <y < f(b). Sovellamme Bolzanon lausetta jatkuvaan funk-
tioon F', missé F(x) = f(z) —y, = € [a,b]. Koska F(a) < 0 ja F(b) > 0, niin on
olemassa piste ¢ € (a,b), jolla Fi(c) =0 eli f(c) =y.
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Esimerkki. Osoita, etti polynomilla P(x) = x° —4x—2 on ainakin yksi nollakohta
valilld (1,2).

Ratkaisu: P on jatkuva koko R:ssd ja P(1) = —5 < 0 ja P(2) =32—-8—-2 >0,
siis Bolzanon lauseen nojalla on olemassa ainakin yksi nollakohta vdlilld (1,2).

Funktion suurin ja pienin arvo. Olkoon A joukko, f : A — R funktio. Jos on
olemassa

max f(4) = max{ f(x)] € A} = max f(2),

niin se on funktion f suurin arvo.
Siis M on funktion f suurin arvo, jos ja vain jos
(1) f(x) < M kaikilla z € A,
(2) f(x) = M jollakin = € A.
Vastaavasti maaritellaan funktion f pienin arvo

min f(A) = min{f(z)|z € A} = ;nelﬂ f(z).

Esimerkki. A = (0,1) ja f(x) = z. Nyt funktiolla f ei ole suurinta eikd pienintd
arvoa joukossa A.

Huomautus. Jos 3max f(A), niin f on ylhddltd rajoitettu ja
max f(A) = sup{f(z)|z € A}.
Jos 3min f(A), niin f on ylhddlta rajoitettu ja
min f(A) = inf{f(z)|x € A}.

Seuraava Lause on erittain tarkea!

Weierstrassin min-max -lause. Jos f : [a,b] — R on jatkuva, niin funktiolla f
on SuUTIN ja pienin arvo.

Todistus. Osoitetaan, ettd on olemassa suurin arvo. Pienin seuraa téstd funktion
— f avulla.

Viite 1: f on rajoitettu. Tehdaan vastavaite: f ei ole rajoitettu. Siis Vn € N
Jx,, € [a,b], jolla |f(z,)| > n.

Koska z,, € [a,b], niin (z,) on rajoitettu jono. Bolzano-Weierstrass-teoreeman
mukaan jonolla (x,,) on suppeneva 0sajono T, , Tn,, ... Siis Ty, — T, Kun n — oo.

Nyt a < z,, <b kaikilla k. Siis a < xg < b.

Huomaa, ettd todistus menisi tassd metsaéan, jos vali olisi avoin! Muista Epéyh-
talon sailymisen periaate, Lause 4.5.

Koska f on jatkuva pisteessa xg, niin on olemassa § > 0 siten, etta

|f(z) — f(zo)| <1, kun & € U(xg,0) N[a,b)].
Koska z,,, — x, niin on olemassa kj s.e.
|Tp, —xo| <9, kun k > k.

Nailla k£ on
|f(2n,) — flzo)] < 1.
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Toisaalta kuitenkin |f(z,,)| > nr — oo, kun k& — oo. Saimme siis ristiriidan.
Antiteesi on siis vaara ja alkuperainen viitos on néin ollen oikea.

Viitteesta 1 seuraa, ettd on olemassa
sup{ f(z)|z € [a,b]} =: M.

Viite 2: f(x) = M jollakin x € [a, b].

Todistus: Vn € N on olemassa y,, € [a,b], jolle f(y,) > M — 1/n. Bolzano-
Weierstrass-teoreemasta seuraa, etta on olemassa suppeneva osajono (ynk), Yny —
Yo € |a,b], kun k — oo.

Koska f on jatkuva, niin f(y,,) — f(vo0), kun k — oc.

Toisaalta f(yn,) > M — n—lk > M — ¢, silla ng > k.

Kun k£ — oo, niin f(yo) > M — 0= M.

Siis f(yo) = M.

Esimerkki. Osoita, etta funktio f,

€T

f(x):m7

saavuttaa R:ssa suurimman ja pienimman arvonsa.
Ratkaisu: Nyt ei voida soveltaa suoraan Weierstrassin min-max -lausetta.
Toteamme ensin, ettd f on jatkuva koko R:ssd, ja ettd

lim f(x)=0ja lim f(x)=0.

Lisdksi f(1) =1/2 ja f(—1) = —1/2. Koska

lim f(x)=0 ja lim f(x)=0,

r——00 r—00

niin voidaan valita niin suuri véli [—a, al, ettd sen ulkopuolella |f(x)| < 1/2. Weier-
strassin min-max -lauseen perusteella suljetulla vdlilld [—a,a] saatujen funktion f
arvojen joukossa on suurin ja pienin arvo, eli on olemassa

M= max f(z) ja m= min f(z).
x€[—a,al x€[—a,al

Edelld olevan perusteella M > 1/2 ja m < —1/2. Koska vdlin [—a, a] ulkopuolella
—1/2 < f(x) < 1/2, niin on olemassa

M =max f(z) ja m=minf(z).

Lause 6.9. Olkoon A vdli ja f : A — R aidosti kasvava. Tdlloin f on injektio ja
f madarittelee siis bijektion f1 : A — fA.

Jos lisdksi f on jatkuva, niin fA on vdli, ja fl_1 : fA — A on jatkuva ja aidosti
kasvava.

Todistus. Jos 1 < x2, niin f(x1) < f(z2), koska f on aidosti kasvava. Siis f on
injektio. Alkuosa lauseesta on selva.
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Olkoon f jatkuva. Merkitaan nyt, etta
g = inf{f(x)|z € A}, jos f alhaalta rajoitettu; muutoin g = —o0.

G = sup{f(z)|x € A}, jos f ylhaalta rajoitettu; muutoin G = oc.

Jos f on rajoitettu, niin fA C [g,G]. Jos g = —oo tai G = oo, niin talléin vastaava
hakasulkumerkki on kdannettava.

Viite 1: g, G[C fA.

Todistus: Olkoon g < y < G. Valitaan y1,y2 € fAse. g<y1 <y <y <G.
On olemassa x1,x3, joille f(z1) = y1 ja f(x2) = y2. Koska f on kasvava, niin
x1 < x2. Bolzanon seurauslauseen nojalla on olemassa = €|xq, z2[, jolle f(z) = y.
Siis y € fA. Siis vaite 1 on todistettu ja siis |g, G[C fA C [g,G].

Jalkimmainen: fA ei voi sisaltda lukuja, jotka ovat pienempia kuin g tai suurem-
pia kuin G. Siis fA on jokin vileistd (g,G), (9,G], [9,G), g, G]. Huomaa korjaus
tapauksissa: co ja —oo. Siis fA = A’ vali.

Liséksi toteamme viela, etta
GeAN =beA ja fb)=@G,

ja
gEA/<:>a€A ja  fla) =y,

Koska A on alhaalta rajoitettu ja siind on olemassa pienin luku a, on g = f(a).
Siis g € A

Koska A on ylhaalta rajoitettu ja siind on olemassa suurin luku b, niin on G =
f(b). Siis G e A

Joka tapauksessa siis péatee, etta fA = A

Siis f; : A — A’ on bijektio ja on olemassa h = it A = A.

Viite 2: h on aidosti kasvava. Tehdaén vastavéite: On olemassa yi,ys € A,
y1 < Y2, h(y1) > h(y2). Koska f on kasvava, niin f(h(y1)) > f(h(y2)) eli y1 > yo.
RR. Siis h on aidosti kasvava.

Viite 3: h on jatkuva. Todistus: Olkoon y € A ja olkoon € > 0. Merkitaan
xo = h(yp), jolloin f(zo) = yo. Oletetaan, ettd xq ei ole paitepiste. Pienentdmalla
lukua € voidaan olettaa, ettd U(xg,e) C A. Alkuosasta seuraa, ettd fU(zo,€) on
avoin véli. Siis on olemassa § > 0, jolla U(xg,d) C fU(yo,€). TAméa § on haettu,
silla

ly —yo| <6 =y € fU(x0,¢)
= y = f(z) jollakin = € U(zo,e)
=z = h(y) € U(xo,¢€).

Siis h on jatkuva pisteessa yg. Jos xg on valin A paatepiste, niin todistus on melkein
sama, huomaa vain toispuoleinen ymparisto.

Huomautuksia. (1) Vastaava lause pdtee myds pieneneville funktioille.
(2) Huomaa, etti kiyrit Ty : y = f(z) ja Ty : y = f~1(x) ovat symmetriset
suoran y = x suhteen. (Piirrd kuva!)
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Funktio {/z. Merkitddn A = [0,00), n € N. Olkoon f : A — A, f(z) = a™.
Funktio f on jatkuva ja aidosti kasvava ja f(0) = 0 ja lim,_ o f(z) = oco. Aito
kasvu:

0<z1 <z =0<127] <2xj.

Edellisesta lauseesta seuraa, ettd f : A — A on bijektio ja on olemassa aidosti
kasvava, jatkuva kidinteisfunktio f =1 : A — A. Merkitsemme titi f~!(z) = /z =
T,
Lause 6.10. Funktio x — {/x on jatkuwva ja aidosti kasvava vdlilld [0,00) ja
lim, o Vr = 0.

Huomaa, ettd 1" = 1 ja siis /1 = 1.
Huomautuksia. (1) Jos n on pariton, niin f on aidosti kasvava koko R:ssd ja

jatkuva koko R:ssd ja lim,_, o f(x) = —oo. Aito kasvu vdlilld (—oo,0], kun n
pariton:

21 <29 <0=0< —x9 < —27
0<(—z2)" < (—21)" = 0< —a5 < —af

xp <zy <0.

Siis funktiolla f on jatkuva, aidosti kasvava kadanteisfunktio, joka on mddaritelty
koko R:ssd ja jota merkitiin Yz = x'/™ kaikille x € R. Koska (— /)" = —x,
niin Y/—x = — /.

(2) Jos n on parillinen, niin f on aidosti pienenevd vdlilld (—oo,0] ja se mdd-
rittelee bijektion f1 : (—o0,0] — [0,00), fi ' (y) = — /¥

Koska (—xz)™ = x™, niin itse [ ei ole nyt bijektio.

(8) Kun kirjoitetaan /x, niin silli tarkoitetaan:

Positivista lukua, kun x > 0.

Nollaa, kun x = 0.

Negatiivista lukua, kun x < 0 ja n pariton.
Ei mitadan, kun x < 0 ja n parilinen.

Huomautus. Bijektiota f sanotaan homeomorfismiksi, jos sekd f ettid f~ ovat
jatkuvia.
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7. FUNKTION DIFFERENTIOITUVUUDESTA

Funktion derivaatta. Olkoon reaalifunktio f maaritelty pisteen z¢ jossain ympa-
ristossé U(xg,r). Funktio f on derivoituva pisteessé x, jos on olemassa darellinen
raja-arvo

lim f(xzo+h) — f(zo)
h—0 h
f(xo+h)—f(z0) (= ﬂ)
h Ax

= f'(z0).

Lauseketta sanotaan erotusosamaaraksi, ja sen raja-arvoa,
f'(zo), mikali se on olemassa, sanotaan funktion f derivaataksi pisteessid xy. De-
rivaattaa pisteessi g, f'(z¢), merkitdan myos D f(xg) tai d—ﬁ(m). Derivaatta voi-

d
daan maaritella yhtapitavasti myos raja-arvona
f(x) = f(xo)

. f(wo + Ax) — f(=o) :
/ _ —
fi(wo) = Alglggo Ax N mlinélo r—x9

Esimerkkeja.
(1) Madritelldén f : R — R siten, ettd f(z) = 22. Silloin

flx+h)=(x+h)?2=2>+2ch+hr* ja

flz+h) - f(z)
h

Téstéd seuraa, ettd on olemassa f/(z) = 2z kaikilla x, eli
Df(z) =2z, eli
Da® =2z

=2r+h—2x, kun h — 0.

F1(1) =2 eli Dx2’1 — 2.

(2) Maaritelladn f: R — R siten, ettd f(z) = |z|. Onko f’(0) olemassa?

f(h) — f(0) _@_{1,kunh>0.
I h ~1, kun & < 0.
Siis f/(0) ei ole olemassa. Sen sijaan,
kun z > 0, on olemassa f'(z) =1 ja
kun z < 0, on olemassa f'(x) = —1.

Toispuoleiset derivaatat. Funktion f oikeanpuoleinen derivaatta pisteessa xq
maaritellaan raja-arvona

/ . f(xo+h) — f(x0)
rg) = lim
f+( 0) h—04 h ’
mikéli raja-arvo on olemassa ja darellinen. (Téssi siis lisdys h rajoitetaan positiivi-
siin arvoihin.)
Vastaavasti maaritellaan funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta

/ . fl@wo+h)— f(xo)
f=(@o) = hli%l_ h '

Vilittomasti todetaan, ettd f on derivoituva pisteessé ¢ aina ja vain kun f! (zo)
ja f’ (zo) ovat olemassa ja f! (zo) = f’ (o).
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Karakterisaatiolause 7.1. Funktio f on derivoituva pisteessi xo (ja f'(x9) = A),
aina ja vain kun funktion f lisays voidaan kirjoittaa muotoon

f(zo +h) = f(zo) = Ah + €(h)h,
missd A on reaaliluku, joka ei riipu luvusta h ja limp,_ge(h) = 0.

Todistus. =—: Koska limy_.g w _

f(xo +h) — f(xo)
h
missé €(h) — 0 kun h — 0. Téstéd seuraa, etta

f(zo+h) = f(xo) = f'(wo)h +€(h) - I,
ja merkitsemélla nyt f’'(xg) = A, saadaan haluttu esitysmuoto.
<=: Jos funktiolla f on esitysmuoto f(xo+ h) — f(xo) = Ah + €(h)h, niin

fwo +h) = (o)
h

f'(z0), niin voidaan kirjoittaa

— f'(x0) = €(h), kun h # 0 ja €(0) =0,

=A+e€(h).

Koska limy,_.g €(h) = 0, saadaan

lim f(zo+h) — f(x0)

h—0 h =4

Funktio f on siis derivoituva pisteessa xg ja f'(xq) = A.

Huomautus. Edellisessa karakterisaatiolauseessa on funktion f lisdys f(xo+h)—
f(zo) jaettu kahteen osaan. Téarkedmpi osa, f'(xg)h, on ns. funktion f differentiaali
pisteessi zg. Termi e(h)h on taas niin sanottu korjaustermi.

Huomautuksia. (1) Olkoon funktio f mé&éaritelty pisteen zo ympéaristossa. Jos f
on derivoituva pisteessa xg, on se myos jatkuva pisteessa xg. Nimittain karakteri-
saatiolauseen (7.1) mukaan

f(xo+h) — f(zo) = Ah+€e(h)h - A-0+0-0, kun h — 0,

joten
lim f(zo +h) = f(zo) eli Jim f(z) = f(zo).

(2) Jatkuvan funktion ei tarvitse olla derivoituva. Esimerkiksi, funktio f : R —
R, f(x) = |z|, on f jatkuva, mutta kuten Esimerkissi (2) osoitimme, ei ole olemassa
f'(0):ta. Sen voi todeta myés laskemalla f7 (0) =1 ja f’ (0) = —1. Laske tarkasti!
Ja siis f ei ole derivoituva origossa.

Derivaatan geometrinen tulkinta. Erotusosamaara

Af  flwo+h) = f(zo)

Az h
on funktion kuvaajan pisteiden P = (z¢, f(x0)), ja Q = (zo + h, f(zo + h)) kautta
kulkevan suoran kulmakerroin. Piirrd Kuval

Derivaatta f’(xp) on tdmén suoran kulmakertoimen raja-arvo, kun h — 0.

Raja-arvona saatua suoraa sanotaan kuvaajan pisteeseen (zq, f(xg)) piirretyksi
tangentiksi. Tangentin kulmakerroin on f/(z¢), joten tangentin yhtdlé on

y — f(xo) = f'(wo)(x — o)
y = f(zo) + f'(z0)(x — z0) .
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Lause 7.2. Rationaaliset derivoimissaannot. Pisteessi x derivoituville funk-
tioille f ja g on voimassa:

(1) D(vakiofunktio) =0,

(2) D(f +9)(x) = f(x) + ¢'(x),

(3) D(cf)(x) = cf’(x), missd ¢ on reaalinen vakio,
(4) D(fg)(x) = f'(x)g(x) + ¢'(x) f (),

(5) D(L)(2) = LEIDg I yisgii g(a) £0.

Todistus. (1): Jos f(z) = ¢, missé ¢ on reaalinen vakio, niin

lim fath) = @) lim c;hc =0, joten f'(z) =0.

h—0 h h—0
(2):
i ST Q@+ h) = (F+9)@) _ . fleth)+g(z+h) —f(z) —g(z) _
h—0 h h—0 h
. fle+h)— f(x)  glx+h)—g(x) , ,
Jim ( - + - )= ['(x) +¢'(x)
o Flath) — cf(@)
fn, h = cf'(@)

(4): Merkitéén
Af = flz+ Az) — f(z)
Ag=g(z+ Az) — g(x).

Silloin
flz + Ax)g(z + Ax) — f(z)g(z) _ (f(x) + Af)(g(x) + Ag) — f(x)g(x)
Ax Ax
= 1@ R+ o) 3L+ 2 ag

— f(a)g'(z) + g(z) f'(z) + f(x) - 0= f(z)g'(x) + g(2) f'(2),
kun Az — 0, silla funktion g jatkuvuuden perusteella Ag — 0, kun Az — 0.
(5): Koska g(z) # 0 ja g on jatkuva, niin g(z) # 0 jossain pisteen x ympéristossa
U(x,r). Tésté seuraa, etté 5 on madritelty ymparistossa U(x,r).

fla+Az)  f(z)
g(z+Ax) g@) 1 (

_L(frar ey
Ax Az \ g(x)+Ag g(x)
_ 1 ((f(ﬂ?) +Af)g(x) — f(@)(g(z) + Ag))
g9(z)(9(x) + Ag)
)

kun Az — 0.



RHS/SYKSY 1999/DIFF. INT. I.1 49

Derivoituvuusesimerkkeja. (1) Identtisen funktion f(x) = x derivaatta on joka
pisteessa 1, siis Dz = 1, silla

flx+h)—flz) xz+h—-2 h .

h N h h

jokaisella h, joten myos raja-arvo on 1.
(2) Potenssifunktion z™ derivaatta pisteessd x on na™ ' ,n € N. Kaava pétee
arvoilla n = 0 ja n = 1; vakiofunktio ja identtinen funktio. Todistetaan kaava
positiivisille n:n arvoille induktiolla. Oletetaan siis, ettd on voimassa:

DxF = kxF—1.

n—1

Silloin induktio-oletuksen nojalla
D(z*1) = D(z*z) = D(z")x + D(x)z"
— kP vz 4128 = (k + 1);1;"C = (k+ 1)x(k+1)—1_

Eli vaite patee myos arvolla n = k£ 4 1. Nain ollen se patee myos kaikilla n € N.
(3)
D(f?)=D(f - f) = f'(@)f(z) + f'(2) f(z) = 2f (2) ' (),

josta taydellisella induktiolla seuraa, etta jokaisella n € N on
D(f") = D(f(2)") = nf(x)""" f'(z).

Lause 7.3. Yhdistetyn funktion derivoimissaanto eli ketjusaanto. Olkoon
f madritelty pisteen x ymparistossa ja g méaaritelty f(x):mn ympéristossd. Olkoon
funktio f derivoituva pisteessd x ja funktio g derivoituva pisteessd f(x). Silloin
yhdistetty funktio g o f on derivoituva pisteessa x ja

(g0 f) () =g (f(x)f (x).
Todistus. Olkoon y = f(x). Karakterisaatiolauseen nojalla
f(z+h) = f(x) + f'(x)h + he(h),
missé €1(h) — 0, kun h — 0. Merkitdan k = f'(x)h + hey(h), jolloin
flx+h)=y+Ek,

ja siis

(gof)x+nh)=g(f(x+h) =g(y+k)=g(y) + 9 (y)k + kea (k)
missé e3(k) — 0, kun k£ — 0.
Siis
(g0 f)(@+h)=g(y) + g W(f (@)h+ he(h) + (f (x)h + hei(h))e (k)
=9(y) +9' W) f (@)h + g'(y)her(h) + (f'(x)h + hei(h))ea (k)
= (go [)(@)+g' (W) [ (x)h + hes(h),

jossa es3(h) = ¢'(y)er(h) + f'(z)e2(k) + €1(h)e2 (k). Kun h — 0, niin €;(h) — 0, ja
siis £ — 0, silld f on jatkuva pisteessi x, ja siten es(k) — 0 ja siis e3(h) — 0.
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Huomautuksia. (1) Edellisen lauseen funktiosta g kdytetddn joskus nimitysta
ulkofunktio. Funktiosta f taas kdytetdan nimitysta sisafunktio.

(2) Edellisen esimerkin kaava D(f(x)") = nf(z)" "' f'(z) saadaan myos ketjusiin-
non avulla valitsemalla ulkofunktioksi g(y) = y™. Siis

o
@]
~
N—
&
|
LQ\
—~
~
—
8
N—r
N—
hd
s
N—
I
3
=
K
N—

3
L
e

(3) Jos yhdistetyn funktion ketjusiiinnossi valitaan g = f~1 (mikili f~! on
olemassa) ja oletetaan, ettd g on derivoituva pisteessi f(x) = y, niin koska

go f(z)=f"loflx) =z,

saadaan ketjusdannosta, etta

(go f) () =g (f(2)f(x)
=YW f () =1,

eli

jos f'(x) #0.

Kéaanteisfunktion derivaatta pisteessi y = f(x) on siis alkuperdisen funktion
derivaatan kidnteisluku pisteessi z. Seuraava lause osoittaa, ettd funktion f~! de-
rivoituvuutta ei tarvitse olettaa vaan se seuraa automaattisesti funktion f derivoi-
tuvuudesta. Huomaa, etts aikaisemmin todistimme, etté funktion f~! jatkuvuus
seuraa funktion f jatkuvuudesta.

Lause 7.4. Kaanteisfunktion derivoimissaanté. Olkoon A wvdli, f : A — R
aidosti monotoninen ja jatkuva funktio. Olkoon x € A sisapiste ja oletetaan, ettd
f'(z) olemassa, siten, ettd f'(z) #0.

Télloin kédnteisfunktiolla g = f=1: fA — A on pisteessi y = f(x) derivaatta

, B 1
eli
F () =
W)

Todistus. Valitaan k # 0 siten, ettd g(y + k) on mééaritelty.

Merkitaan
h=gly+k)—gy),
jolloin
ja siis

gly+k)=x+h,
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missd h # 0. Siis

y+k=f(x+h)
k=f(x+h)—y
k= f(o+h) - f(a)

Silloin
gy +k)—g(y) h 1

k T f@th) — fle) LI

Kun k — 0, niin
h=g(y+k)—gly) —0,

koska g on jatkuva [Myrberg 3.9.1, yksi jatkuvuuden suurista lauseista).

On siis olemassa 1

J(y) = )

Huomautus. Tangentin kulmakerroin vaihtuu kaanteisluvuksi, kun akselien roolit
vaihdetaan keskendén, y = f(x) ja x = g(y). Piirrd kuval

Korkeammat derivaatat. Jos funktiolla f on vilin A jokaisessa pisteessa de-
rivaatta, on tdméa f’ jélleen x:n funktio: x +— f’(z). Té&ta funktiota sanotaan
funktion f derivaattafunktioksi. Jos funktion f derivaattafunktiolla f’ on derivaat-
ta pisteessid x, sanotaan tatd funktion f toiseksi derivaataksi tai toisen kertaluvun
derivaataksi pisteessa x ja merkitaan

£(@) = D (a) = L (2)
dz2
Yleisesti, funktion n:nnen kertaluvun derivaatta pisteessa x, mikéli se on olemassa,
médritelladn funktion (n — 1)mnen derivaatan derivaattana pisteessd z, ja sille
kaytetaan merkintaa
_avs

7 () = DI fw) = <L ().
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8. DIFFERENTIAALILASKENNAN PERUSLAUSEITA

Huomautus. Namaé ovat syksyn tarkeimpia asioital

Reaalifunktio f on derivoituva avoimella vélilla (a,b), jos se on derivoituva vélin
(a,b) jokaisessa pisteessd. Reaalifunktio f on derivoituva suljetulla vélilla [a, b], jos
se on derivoituva avoimella vililla (a, b), ja jos on olemassa f! (a) ja f (b).

Todistamme seuraavassa muutamia differentiaalilaskennan térkeimpia tuloksia.
Perusajatus on se, ettd f’(zo) kertoo funktion f ”suunnan” pisteessi xg.

Lemma 8.1. (a) Olkoon f/(z¢) > 0. Talléin on olemassa o > 0 siten, etta
f(x) > f(zo), kun g < x < 29+ 0
ja
f(z) < f(xo), kun g — 0 <z < x¢ .
(b) Olkoon f’(xg) < 0. T&lloin on olemassa o > 0 siten, etté
f(x) < f(zo), kun zp < x < o+ 0
ja
f(x) > f(xo), kun g —0 < x < x¢ .
Todistus. (a) Katso kirja [Myrberg, Lause 5.2.1].
(b)

T—XT0 r — Xo

< 0.

Silloin on olemassa o > 0 siten, etta

fz) = f(zo)

r — Xo

<0,

kun 0 < |z — 2| < 0. Jos

O<zrz—29<0 eli zg<zax<o+uxg,

niin
f(z) — f(xo) <O0.
Jos
—o<x—29<0 eli zg—0o<z< 29,
niin

f(xz) = f(xo) > 0.
Varoitus. Lemmassa 8.1 ei funktion f tarvitse olla kasvava missdan pisteen xg

ymparistossi, vaikka pétisikin, ettd f’(zo) > 0. Esimerkiksi,

z?sind + 2 kun z # 0
flx) =
0, kun z =0,

mutta f ei ole kasvava missdan pisteen x¢ = 0 ymparistossé, vaikka nyt pateekin,
ettd f/(0) > 0. Katso my6s Laskuharjoitustehtavat 12.9 ja 12.10.
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Korollaari 8.2. Olkoon A vilija f: A — R ja
(1) f saa suurimman tai pienimmén arvonsa pisteessd xg € A,
(2) zg ei ole vélin padtepiste,
(3) on olemassa f'(xg).
Silloin f(z0) = 0.
Todistus. Voidaan olettaa, ettd f saa maksiminsa pisteessd xo. Jos f(xg) olisi
minimi, niin talloin tutkittaisiin funktiota —f.
(1) Jos f'(xo) > 0, niin Lemman 8.1 mukaan on olemassa x siten, etta
T <x<zxo+ O,
ja
f(x) > f(zo),
mutta tama on ristiriita.
(2) Jos f'(x0) < 0, niin Lemman 8.1 mukaan silloin on olemassa z siten, etta
To—0<zxT <X,
ja
f(z) > f(zo),
mutta tama on ristiriita.

Huomautus. Seuraava EI pade: f'(xg) = 0 = f saa pisteessd xg suurimman tai
pienimman arvonsa.

Esimerkki. Olkoon f:[-5,5] — R,
f(x)=2*, =x€[-5,5]
f'(x) = 322
f(0)=o0.
Rollen lause. Olkoon f jatkuva suljetulla vdlilld [a,b] ja derivoituva avoimella

valilla (a,b) ja olkoon f(a) = f(b). Tdllgin on olemassa ainakin yksi piste € € (a,b)
siten, ettd f'(€) = 0.

Huomaa: Koska f on derivoituva vélilla (a,b), niin f on jatkuva valilla (a,b).
Siis jatkuvuusoletukseksi riittaisi: f on jatkuva valin paatepisteissa.

Rollen lauseen todistus.
(1) Olkoon ensin

—
—~
8
~
I
=
S
~
I

f(b) kaikilla x € [a, b] .
Silloin

f'(z) = 0 kaikilla x,
eli mikd tahansa vélin (a, b) piste kelpaa luvuksi .

(2) Voidaan siis olettaa, ettd f saa muitakin arvoja kuin f(a). Oletetaan, ettd
f(z) > f(a) = f(b) jollakin = € [a,b]. Silloin Weierstrassin min-max -teoreeman
mukaan on olemassa & € [a, b] siten, ettd f saa pisteessd { suurimman arvonsa.

Siis

f(&) = flx) > fla) = f(b),
joten a < £ < b ja edelleen f'(§) =0.

Oletetaan sitten, ettd f(z) < f(a) jollakin z. Vastaavasti kuin edelld, nyt on
olemassa &, jossa f saa pienimmén arvonsa, ja f'(£) = 0.
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Differentiaalilaskennan viliarvolause (DVAL).

Olkoon f : [a,b] — R jatkuva suljetulla vdlilld |a,b] ja derivoituva avoimella
valillg (a,b). Silloin on olemassa ainakin yksi piste £ € (a,b) siten, ettd

rio =101

Huomautus. DVAL on differentiaalilaskennan kayttokelpoisin lause!

Huomautus. Geometrisesti tulkittuna Rollen lause takaa (tehdyin oletuksin), etta
jos funktion paétepisteille patee, ettd f(a) = f(b), niin vélilld on olemassa ainakin
yksi piste, jossa kuvaajan tangentti on z-akselin suuntainen. DVAL vastaavasti
takaa ainakin yhden tangentin, joka on kuvaajan paatepisteet yhdistavan suoran
suuntainen. Rollen lause saadaan siis erikoistapauksena DVAL:sta.

Differentiaalilaskennan véliarvolauseen todistus.

Olkoon L funktio, jonka graafi eli kuvaaja on suora viiva, joka yhdistda pisteet
(a, f(a)) ja (b, f(b)). Nyt L(a) = f(a) ja L(b) = f(b) ja

/ f(0) — f(a)
L'(x) = P

kaikilla .

Viite saadaan palautetuksi Rollen lauseeseen tarkastelemalla f(x)m ja pisteet
(a, f(a)) ja (b, f(b)) yhdistdvén sekantin erotusta

o(@) = (@)~ (fla) + LD ),
L) = f(a) + =IO ),
eli

g9(z) = f(z) — L(z)
kaikilla z € [a, b] . Silloin g on jatkuva valilla [a, b] ja derivoituva vélilla (a, b). Koska
g(a) = 0 = g(b), niin on olemassa & € (a,b) siten, ettd ¢’(¢§) = 0. Talle £ pétee,

etta
76 = (e = 1=

Esimerkki. Olkoon f derivoituva suljetulla valilla [0, 5] ja olkoon f(0) = 2 ja
|f'(z)] < 6, kun = € (0,5). Mink4 rajojen viliin saadaan naiden ehtojen nojalla

f(5)?
Ratkaisu: Ensinnékin f on derivoituva vélilla [0, 5] (siis erityisesti jatkuva vélilla
[0, 5]). Silloin DVAL:n nojalla on olemassa ainakin yksi piste & € (0,5) siten, ettd

1oy F5) = f(0)
Talloin oletusten nojalla

siis
—304+2< f(5) <30+2
eli
—28 < f(5) < 32.
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Cauchyn yleistetty valiarvolause. Olkoon f,g : [a,b] — R jatkuvia suljetulla
valilla [a,b] ja derivoituvia avoimella vdlilld (a,b). Silloin on olemassa & € (a,b)
siten, ettd

Rollen lauseen perusteella on olemassa &, jossa h'(§) = 0, misté véite seuraa.

Huomautuksia. (1) Analyyttisesti Rollen lause saadaan DVAL:sta valitsemalla
fla) = f(b).
(2) DVAL saadaan Cauchyn yleistetysté véliarvolauseesta valitsemalla g siten, etta
g(z) = x kaikilla x, jolloin ¢'(z) = 1.
(3) Tarked huomautus! Kéaytédnnossa differentiaalilaskennan véliarvolausetta kédyte-
taan usein myos seuraavasti:

Olkoon f jatkuva valilla [a,b] ja derivoituva valilld (a,b). Olkoon = € (a,b).
Silloin on olemassa &, € (a,x) siten, etté

f(@) = fa) + f'(&)(x —a)

missa a < & < x < b. Huomaa, etta &, riippuu pisteesta x.

Integraalilaskennan peruslause. Tdaman lauseen tarkeys nakyy kevadan Differentiaali-
ja integraalilaskenta 1.2 -kurssilla!

Olkoon f : [a,b] — R jatkuva ja f'(x) = 0 kaikille © € (a,b). Silloin f on
vakiofunktio.

Todistus. Olkoon a < x < b. Sovelletaan DVAL:tta vélilla [a, ], jolloin on olemassa
¢ € (a,x) siten, ettéd
f(x) = f(a)

Tr—a

=f'(§)=0

ja siis

kaikilla = € [a, b].
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Integraalilaskennan peruslauseen korollaari 8.3. Tamaé korollaari on tarkea
kevaan kurssilla Differentiaali- ja integraalilaskenta 1.2.
Valilla [a, b] derivoituville funktioille f ja g on voimassa

fl(x) =g'(x)

kaikilla € [a, b], jos ja vain jos

kaikilla x € [a, b], missd C' € R on vakio.

Todistus. Sovelletaan Integraalilaskennan peruslausetta funktioon f—g, (f—g)(x) =
flx) —g(z).
Vailiarvoepayhtils 8.4. Olkoon f : [a,b] — R. Oletetaan, etti (1) f on jatkuva,
(2) f on derivoituva avoimella vililld (a,b),
(3) f'(z) < M kaikilla z € (a,b).
Talloin
fb)— fla) < M(b—a).
Jos lisiksi |f'(x)] < M, niin

1f(b) = fla)| < M(b—a).

Todistus. Tulos seuraa suoraan DVAL:sta.

Virhearvio. Mitataan kulma ¢, ja saadaan sen likiarvoksi 25.1°. Merkitaan tata
symbolilla . Tiedetaan mittaustarkkuus:

lp —a] <0.1°=:h.

Kysymys: Kuinka suuri voi tan ¢:n virhe olla?

Ratkaisu: Ratkaistaan tehtava nyt Vialiarvolauseen avulla, vaikka on olemassa mui-
takin tapoja. Haetaan arvio lausekkeelle |A|, missd A = tan ¢ — tana. DVAL:sta
seuraa, etta

Al = |Dtan pl|e — o

)

jollakin p € (v — h,ae + h). Téssé on

1 1
cos? i~ cos?25.20

| D(tan p1)| =

silld ¢ — cost on vihenevé vélilla [0, 7] ja

cos 1 > cos(a + h)
=c0s25.27.

siis

1 1
< m%w = 0.002132... ~ 0.002. Eli noin 0.2 prosenttia.
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Merkinta. Jos A C R on véli, merkitsemme
intA = {x|z on A:n sisépiste}.
Piste x on vélin A sisépiste, jos on olemassa o, > 0 siten, ettd U(x,0,) C A.

Seuraava tulos on hyoédyllinen:

Lause 8.5. (Kasvavuuslause). Olkoon A C R wvdli ja olkoon f: A — R jatkuva
valilld A ja deriwoituva kaikilla x € int A. Silloin f on kasvava, joss

fi(x) >0
kaikilla z € int A .

Todistus. —:
>0

f’(x) :’lli% f(x"i_h})L_f(m)

kaikilla .
<=: Olkoot y,z € A,y < z.
Differentiaalilaskennan véliarvolauseen nojalla on olemassa p € (y, z) siten, etta

f(2)=fly)=f(w)(z—y) >0
= f(2) > f(y).

Siis funktio f on kasvava.

Lause 8.6. (Aidon kasvavuuden lause). Olkoon A C R wvdli ja olkoon f : A —
R jatkuva vdlilld A ja derivoituva kaikilla x € int A.
Silloin f on aidosti kasvava, joss

f@) =0
kaikilla x € int A ja ei ole olemassa vilia Ay C A, jossa f'(x) = 0 kaikilla © € Aq.

Todistus. =—>: Kasvavuuslauseesta seuraa, ettd f’(z) > 0 kaikilla z € A. Jos on

olemassa A1, jossa f’(x) = 0, niin integraalilaskennan peruslauseen nojalla f
1
on vakio, joten f ei ole aidosti kasvava.

<—=: Kasvavuuslauseesta seuraa, ettd f on kasvava. Jos f ei ole aidosti kasvava,

niin on olemassa y < z siten, ettd f(y) = f(z). Silloin f)[ ] on vakio (koska f on
Y,z
kasvava), jolloin f/(z) = 0 kaikilla x €]y, z[= A1, mutta tdma on ristiriita. Siis f

on aidosti kasvava.

Adriarvot. Olkoon f miéritelty pisteen zo ympéristossi. Tallsin zo on funktion
f lokaali maksimikohta, jos on olemassa pisteen xy ympéristé U(xg,r) siten, etté

f (o) = max{f(z)|z € U(zo,7)}

eli f(z) < f(zo) kaikillaz € U(xg,r). Silloin f(xo) on funktion f lokaali maksimiarvo.
Vastaavasti maaritelladn lokaali minimikohta ja lokaali minimiarvo. Yhteisni-

mitykset ovat lokaali aariarvokohta ja lokaali aariarvo. Piste xp on olennainen

(oleellinen) lokaali maksimikohta, jos on olemassa r > 0 siten, ettd f(z) < f(zo)

kaikilla € U(xg,7) \ {zo} .

Palautamme mieliin korollaarin 8.2 ja formuloimme sen uudestaan:
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Lause 8.7. Jos piste xg on funktion f ddriarvokohta ja jos on olemassa f'(xq),

niin f'(zo) = 0.

Pelkké ehto f'(xg) = 0 ei kuitenkaan takaa, ettd xo on dariarvokohta. Funktio
f(x) = 23, antaa arvolla zy = 0 esimerkin tapauksesta, jossa f’(zg) = 0, mutta
jossa silti xg el ole dariarvokohta. Seuraavassa annamme ns. f’-testin lokaaleille
aariarvokohdille.

Lause 8.8. (f’-testi dariarvokohdille). Funktiosta f oletetaan, ettd
(1) f on jatkuva pisteen xo ympdaristossd U(zo,r) ja
(2) f on derioituva kaikilla v € U(zg,r) \ zo .
Jos lisdksi (3)
f'(x) >0, kun xg — 7 < x < x0
{ fi(z) <0, kun xog <z < xo+T,

niin xog on funktion f olennainen lokaali maksimikohta.
Jos ehto (3) korvataan ehdolla (3’)

{ f(z) <0, kun xog —r < x < x9
fl(x) >0, kun o <z < x9 + 71,

nin xog on funktion f olennainen lokaali minimikohta.

Todistus. Katso alkuosa kirjasta [Myrberg, lause 5.6.1]. Edelld olevasta kasva-
vuuslauseesta [Myrberg, lause 5.5.3] saadaan, ettd f on aidosti pieneneva valilla
(xo — r,x0) ja aidosti kasvava valilla (zg,xo + r). Viite seuraa tasta.

Lause 8.9. Funktiosta f oletetaan, etta
(1) f on jatkuva pisteen xo ympdaristéssi U(xo,r) ja
(2) f on deriwoituva kaikilla x € U(xzg,7) \ {z0}-
Lisaksi oletetaan, ettd
(3) f'(x) on samanmerkkinen kaikkialla ja f'(x) # 0 kaikilla x € U(xo,7)\{z0}-
Tdlloin xqg ei ole funktion f ddariarvokohta.

Todistus. Funktio f on aidosti monotoninen valilla U(zg, 7).
Esimerkki. f:R — R, f(x) =23 ja 2o = 0.

Lause 8.10. (f”-testi dariarvoille). Olkoon f madadritelty ja derivoituva pisteen
xo ympdristéssa. Olkoon f'(xg) = 0 ja olkoon olemassa f"(xg) > 0, niin xo on
funktion f lokaali minimikohta. Jos f"(xo) < 0, niin xo on funktion [ lokaali
maksimikohta. Jos f"(xg) = 0, niin talloin funktion dariarvoista pisteessd g ei
votda sanoa mitaan.

Todistus. Olkoon f”(xzp) > 0. Sovelletaan funktioon f’ Lemmaa 8.1. On olemassa
o > 0 siten, etta

{ fi(x) > fl(z0) =0, kun g < z < z¢g+ 0
f(z) < f(xog) =0, kun g —o0 <z < xg.

Talloin f'-testilauseesta [Myrberg 5.6.1] seuraa, ettd xp on lokaali minimikohta.
Tapaus f"”(z9) < 0 kisitellddn vastaavasti. Jos f”(z) = 0, voi zy olla tai olla
olematta aariarvokohta.
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Esimerkki. Olkoon
f:R—=R,f(z)=a%.
h:R—R, hiz) = —z*,
g:R—R, g(x)=a3
Funktiolla f on nollassa lokaali minimikohta (itse asiassa globaali minimikohta),

funktiolla h on nollassa lokaali maksimikohta (itse asiassa globaali maksimikohta),

ja funktiolla g ei ole nollassa airiarvoa. Piirra kuval

Muistutus. Juuri ennen Weierstrassin min-max -lausetta maarittelimme kasitteet
funktion suurin arvo ja funktion pienin arvo. Olkoon A C R joukko ja f: A — R
funktio. Jos on olemassa

max f(A) = max fA = max{f(z)|z € A} = max f(x),

se on funktion suurin arvo eli globaali maksimiarvo. Siis M on funktion f suurin
arvo, joss

(1) f(z) < M kaikilla z € A ja

(2) f(z) = M jollakin z € A.

Vastaavasti maaritelladn funktion f pienin arvo eli globaali minimiarvo:

min f(A) = min fA = min{f(x)|z € A} = m€11141 f(z).

Korollaari 8.11. Suljetulla vililld [a, b] derivoituva funktio saavuttaa suurimman
(ja vastaavasti pienimmén) arvonsa vilin padtepisteessé tai derivaatan nollakoh-
dassa.

Korollaari 8.12. Suljetulla vélilla [a, b] jatkuva funktio saavuttaa suurimman (ja
vastaavasti pienimmén) arvonsa vélin padtepisteessé, derivaatan nollakohdassa tai
epaderivoituvuuskohdassa (toisin sanoen pisteessé, jossa derivaatta ei ole olemassa).

Huomautuksia. (1) Olkoon A C R véli. Olkoon f : A — R funktio. Olisimme

voineet madritella, ettd funktiolla f on pisteessi x( lokaali maksimikohta, jos f(x()

on funktion f suurin arvo jollakin pisteen z¢ siséltavalla valilla U(zo, o)NA. Talloin

lokaali aariarvokohta voisi olla myos valin A péaatepiste. L. Myrberg ja J. Vaisala

ovat valinneet maarittelyn vain sisdpisteessa xo ja me teimme téssa siis samoin.
(2) Asriarvotehtivissi on tutkittava (tarvittaessa)

derivaatan nollakohdat,

valin paatepisteet,

epaderivoituvuuskohdat ja

epajatkuvuukohdat.

Esimerkkeja.
(1) Olkoon f : R — R siten, ettd f(z) = 3z* + 423 . Mi#raa funktion f suurin
ja pienin arvo.

Ratkaisu: f(z) = 32* + 423, f on jatkuva ja derivoituva. Mahdolliset lokaalit
aariarvokohdat:
() = 122% + 1227 = 122%(x + 1),
fl@)=0



60 RHS/SYKSY 1999/DIFF. INT. I.1

joss
r=0 tai xz=-1.

Lokaalin aariarvokohdan laatu selviaa koulukurssista tutun merkkikaavion piirta-
miselld. Piirrd merkkikaavio!

Merkkikaavion mukaan —1 on lokaali minimikohta, mutta O ei ole lokaali aa-
riarvokohta. Katso f’-testi ja Lause 8.9.) Siis —1 on lokaali minimikohta. Muita
lokaaleja aariarvokohtia ei ole.

Globaalit dariarvokohdat:

f'(z) <0 kaikilla z < —1 = f ‘ on aidosti viheneva.

(_007_1)

f'(z) > 0 kaikilla z > —1 ja f'(z) =0, kun x = 0 tai z = —1 = f( Lo on
aidosti kasvava. 7

Siis —1 on globaali minimikohta. Globaalia maksimia ei ole, silla lim,_,~ f(z) =

00.
Vastaus: f(—1) =3 —4 = —1 on pienin arvo ja suurinta arvoa ei ole.

(2) Olkoon f : [~2,6] — R, f(x) = 23 — 3x? — 9z + 5. Maardi funktion f suurin
ja pienin arvo vélilla [—2, 6].

Ratkaisu: Funktio f on jatkuva ja derivoituva suljetulla valilld [—2,6]. Nyt
riittdd tutkia funktion f derivaatan f’ nollakohdat ja vélin paitepisteet.

f'(z) = 32% — 62 —9
f'(x) =32 62 —-9=0

_ 6+4/36—-4-3(-9) 6++/36— 108

v 3.9 - 6
6144 6£12
N 6 6
Siis
r=3 tai x=-1,

joten ehdokkaat dariarvokohdiksi ovat —1 ja 3. Siis ainoat mahdolliset ehdokkaat
ovat —2,—1,3 ja 6.

f(=1)=—=1-34+9+5=10,

(
f(3) =27 —27— 27+ 5 = —22; pienin arvo,
Ff(-2)=-8-12+18+5=3,
f(6) =216 — 108 — 54 + 5 = 59; suurin arvo.

Vastaus: Suurin arvo on f(6) = 59 ja pienin arvo on f(3) = —22.
Huomaa, etta aariarvokohtien laatua ei tassa tehtavassa tarvinnut tutkia lain-
kaan.
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Kayran kuperuus. Vaililla A derivoituvan funktion f kuvaajaa sanotaan alaspéin
kuperaksi eli konveksiksi, jos kuvaaja ei missaan valin pisteessd ole minkaan tan-
genttinsa alapuolella. Ei siis suljeta pois kayria, jotka ovat suoria.

Valilla A derivoituvan funktion f kuvaajaa sanotaan ylospain kuperaksi, eli
konkaaviksi, jos kuvaaja ei missdan valin pisteessd ole minkdan tangenttinsa yla-
puolella.

Sailyta geometrinen nakemys!

Lause 8.13. Vdlilld A kahdesti derivoituvan funktion f kuvaaja on alaspdin ku-
pera, joss f"(x) > 0 koko vdlilld.

Todistus. Piirrd kuva! Pisteeseen (z, f(z¢)) asetetun tangentin yhtélo on

y — f(xo) = f’(%)(x — ) .

Siis kuvaajan ja tangentin y-arvojen erotus pisteessa x on

d(x) = f(z) — (f(z0) + f'(w0)(x — x0)) .

Differentiaalilaskennan véliarvolauseen nojalla on olemassa £, € (z, ) siten, ettd

d(x) = f(x) — f(z0) — f/(ﬂﬁo)(w )
= f'(&)(x — z0) — f'(x0)(z — x0)
= (f'(&) = f'(z0))(z — 20) .

Lause vaittaa, ettd d(z) > 0, joss f”(x) > 0.

Jos f"(x) > 0 vililla A, niin f’ on kasvava, joten d(x) > 0.

Jos d(z) > 0 koko valilla A, on f”(x) > 0 koko valilld A. Silld, jos yhdessikin
pisteessé xg olisi f”(xp) < 0, niin Lemman 8.1 nojalla (sovellettuna funktioon f’)
olisivat luvut z—xzq ja f'(£:)— f'(zo) erimerkkisié, kun z on riittdvan lahelld kohtaa
xo ja siis olisi d(z) < 0.

Lause 8.14. Valilld A kahdesti derivoituvan funktion f kuvaaja on ylospdin kupera
joss f"(x) <0 koko wdlilld.

Todistus on vastaavanlainen kuin lauseen 8.17 todistus.

Kaannepiste. Olkoon funktio f kahdesti derivoituva pisteen xy ympéaristossa.
Piste 2o on funktion f kad&nnepiste, jos f"(z¢) = 0 ja f” vaihtaa merkkinsé ohitet-
taessa piste xg.

Esimerkkeja. (1) Olkoon f:R — R,

f(z) =2% -3z
f'(x) =322 -3
f(z) =6z.

Silloin f”(z) = 6x > 0, joss > 0.
Valilla (—o0,0] on f ylospéin kupera, ja valilla [0,00) on f alaspiin kupera.
Origo on funktion f kdannepiste.
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(2) Olkoon f : R — R, f(z) = 2® — 322 — 9z + 5. Aikaisemmin tutkimme
ddriarvot valilla [—2, 6].
f/(x) =32 — 62— 9
f'(x) =62 —6.

Silloin f"”(z) = 0, joss z = 1. Koska f"”(z) < 0, kun = < 1, ja f"”(z) > 0, kun
x > 0, niin piste 1 on funktion f kdannepiste.
Valilla (—oo, 1] on f kupera ylospéin ja valilla [1,00) on f kupera alaspéin.

I’Hospitalin sdant6. Tutkitaan raja-arvoa lim,_, ., %, kun f(z¢) = 0jag(zo) =
0.

I’Hospitalin sdannon helppo muoto: Olkoot f ja g maariteltyja pisteen zy ym-
péristossi ja derivoituvia pisteessd zo. Jos f(zg) = 0, g(zo) = 0 ja ¢'(z¢) # 0,

niin ,
lim f(x) _ f/(fl?o) ‘
T—x0 g(aj) g (ZII())
Todistus.
f(z)—f(zo)
f(x) _ z—x )
g(x) g(z)—g(zo)
T—XTQ
/
_, I'(xo) ’
g'(wo)
kun r — zg .
Esimerkki. Maaraa )
) 8237 — eSinw
lim ———.

z—0 sin(e® — 1)

Oletetaan tunnetuksi, etta

De* = ¢”

Dsinxz = coszx.

Olkoot nyt

Funktiot f ja g ovat derivoituvia, f(0) = ¢g(0) = 0 ja ¢’(0) # 0,
g'(x) = e"(cos(e” — 1))
g (0) =¢e’cos0=1#0.
Derivoidaan osoittaja ja nimittaja ja sijoitetaan x = 0.

2e%® — (cosx)esin® 21
= =1.
(cos(e® — 1)e®) 1
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Siis .
) 2z esSine
lim —— =1.
z—0 sin(e® — 1)

Vaativampi muoto ’Hospitalin sdannosta: Olkoon s jokin merkinnéista a, a+, a—, 0o
tai —oo, misséd a € R. Olkoot edelleen funktiot f ja g derivoituvia vélilla A ja olkoon
olemassa

f'(x)

M o2 g -
Jos
(2) lim f(2) = lim g(z) = 0
tai
®) lim |g(a)] = o0.
niin

lim @ =1L.

v—s g(x)

Huomautuksia. (1) Oletus pitda implisiittisesti sisdlladn seuraavat oletukset: f
ja g ovat madriteltyja ja derivoituvia s ldhelld ja ¢’(z) # 0 s ldhella.

(2) Tapaus lim,_., seuraa tapauksista lim, ., ja lim,_,_, koska lim,_, h(x)
on olemassa, joss raja-arvot lim, 4 h(x) ja lim,_,— h(x) ovat olemassa ja yhté-
suuret.

(3) Guillaume de I’'Hospital (1661-1704) oli ranskalainen matemaatikko.

Formuloimme tapauksen lim, ., tarkasti lauseissa 8.20 ja 8.21 kun L € R.

Lause 8.15. Olkoot funktiot f ja g derivoituvia vililli (a,b), g(x) # 0 kaikilla
x € (a,b) ja ¢'(x) # 0 kaikilla x € (a,b).

Olkoon

o fix)
(1) xl_l)rcrll_’_ o) LeR.
Jos
(2) Jm f(z)=0= lim g(z),
nin

lim _f(x) =
z—at g(x)

Todistus. Koska ¢'(x) # 0 kaikilla € (a,b), niin ¢’(z) > 0 tai ¢’(z) < 0 koko
valilla (a,b).

Olkoon a < x < y < b. Cauchyn yleistetysta valiarvolauseesta saadaan, etta on
olemassa & € (z,y) siten, ettd
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missé g(y) — g(z) # 0, koska ¢g on aidosti monotoninen.
Siis

(1%)

Kohdan (1) mukaan, jos € > 0 on annettu, niin on olemassa o > 0 siten, etté

f'(t)
g'(t)

(2%)

—L‘<e,

kinae<t<a-+o.

Olkoon nyt a < y < a + 0. Valitaan x € (a,y). Silloin on olemassa ¢ € (x,y)
siten, ettd (1*) patee. Koska a < x < £ < y < a+o0, niin (2%) pétee, kun sijoitetaan
t = £. Siis yhdistettyna edelliset saadaan, etté

—L| <e,

kine<z<y<a+o.
Kiintealla pisteelld y annetaan pisteen x lahestyé pistetta a positiivisesta suun-
nasta, jolloin f(z) — 0 ja g(x) — 0 oletuksen (2) mukaan. Siis

f(y)

g,
9(y)

kun a <y < a+ o, eli siis

f(y)

lim —% =
y—at g(y)

Vaite tuli siis todistettua.

Lause 8.16. Olkoot funktiot f ja g derivoituvia vdlill (a,b) ja g(x) # 0 kaikilla
x € (a,b) ja g'(x) # 0 kaikilla x € (a,b).

Olkoon
fl(z)

(1) Jim oy =LeR.
Jos
(2) Jim g(z) = oo,
nin

lim M =1.

A g()

Todistus. Nyt g on aidosti vdheneva. TAmé& seuraa siitd, ettd ¢g'(x) # 0 kaikilla
x € (a,b) jalim; 4t g(z) = 00. Olkoon € > 0 on annettu. Nyt oletusten (1) ja (2)
nojalla on olemassa c¢; € (a,b) siten, etta

(2%) PR

g'(t) 2’
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kun a <t <epjag(t) >0, kuna <t<c.
Kiinnitetdan piste y € (a,c1). Olkoon x € (a,y). Cauchyn yleistetyn véliarvo-
lauseen nojalla on olemassa & € (x,y) siten, etta
) - I ©)
9y) —g(z)  ¢'(§)

Vertaa tata edellisen lauseen todistukseen.

Siis
flx) _ f=) = fy) + )
g9(z) g9(z)
flz) = fly) 9(x) —9(y)  f)
9(x) — g(y) g9(z) g9(z)
PO, 9w | fW)
G (1 g<x>> Ty
Koska g on aidosti vaheneva ja x < y, niin
_9)
1 ke 0.

Siis (2*):n nojalla pétee, etté

o < (2)(50) T

Nyt oletuksen (2) nojalla on olemassa co € (a,y) siten, etta

kunhan a < x < ¢s.

Vastaavasti i; EB > L —evililld a < z < cs.

Valitaan nyt ¢4 = min{cs, c3}, jolloin
(—x) — L’ <€,
9(x)

kun a < z < ¢4.

Huomautus. Myos tapaukset, jossa L = oo tai L = —oo voidaan todistaa vastaa-
vasti.

Esimerkki. Maaraa lim, .o zlnzx.
Oletetaan tunnetuksi, ettd DInx = % kaikilla = > 0.

Ratkaisu:
Inz —00
rlnr = —4— — —,
- 00

kun x — 0+4. Koska lauseen (2) oletukset ovat kunnossa vililla (0, 00), voidaan
soveltaa ’Hospitalin saantoa:

) . Inx
lim 2lnz = lim —
rz—04 r—04+ =
X
1
= lim £ =— lim z=0.

z—0-+ —% z—0+
T
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g:gz)) raja-arvoa tutkittaessa voidaan soveltaa uudelleen
I’Hospitalin saantoa, toisin sanoen voidaan tutkia lauseketta g ::Ei)) Mutta lauseen

oletukset on joka askeleella tutkittava erikseen!

Huomautus. Lausekkeen

Esimerkki. Maaraa )
. x—sinz
lim ——.

z—0 T — COST

Oletetaan tunnetuiksi, etta:

Dsinx = cosz

Dcosx = —sinx
Ratkaisu: )

T —sinx 0
T — X COSZ 0

kun x — 0. Tarkastetaan, etta oletukset ovat kunnossa ja derivoidaan:

1 —coszx 0

. — =,
1 —-cosz+ xsinx 0
kun x — 0. Tarkastetaan, etta oletukset ovat kunnossa ja derivoidaan:

sinx 0

. . — = 9
sinx + sinx + x cos T 0
kun x — 0. Tarkastetaan, etta oletukset ovat kunnossa ja derivoidaan:

cosx 1
. — a0
2cosx +cosx —xsinx 3

kun z — 0.

Esimerkki. Osoita, etta

Ratkaisu:

kun x — oco. I’Hospitalin sdannon nojalla kysytty raja-arvo on olemassa, jos

2z
1 li
(1) S 3o
on olemassa. Taas 52 — 22, kun « — oo. Siis I'Hospitalin séénnon nojalla (1) on

olemassa, jos

on olemassa. Koska edelleen

. 2
mh—>nolo 9e3z =0,
niin )
lim = =0
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9. ALKEISFUNKTIOISTA

Polynomi. Funktio P,,
P,(z) = apz" + 12" L+ +ag,

missé ay,, an,_1, - - -, ag ovat vakioita ja a # 0, on nimeltdan polynomi, jonka asteluku
on n. Talléin merkitaan: deg P = n. Polynomia, jonka kaikki kertoimet ovat nollia,
sanotaan nollapolynomiksi, ja sitd merkitdan symbolilla O. Liséksi sovitaan, etté
deg O = —o0.

Huomautuksia. (1) Polynomi P, on jatkuva koko R:ssé.
(2) Polynomi P, = >, a;z* on derivoituva koko R:ssé ja sen derivaatta on

P! (x) =na,z" '+ (n—Da,_ 12" 2+ +a

n
= E ja;xt L.
i=1

(3) Jos polynomin P, asteluku on pariton, niin polynomilla P, on ainakin yk-
si reaalinen nollakohta. Tama seuraa suoraan Bolzanon lauseesta. Katso myo0s
Laskuharjoitustehtavat 6.8 ja 10.10.

(4) Olkoon

P(xz) =anx" 4+ -+ a1+ ag,

missd n > 1 ja a, # 0.
Mééritd lim, o0 P(x).
Koska

niin

kun x — o0, jos a, > 0, ja

P(z) — —o0,

kun x — o0, jos a, < 0.
(5) Jos P ja @ ovat polynomeja, niin samoin ovat myos P + @, P — @ ja PQ.
Lisaksi

deg(P + Q) < max{deg P,deg Q}
deg(PQ) = deg P + deg @,

jos P# O jaQ # O.

Esitamme seuraavassa muutamia muita polynomien ominaisuuksia.
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Lause 9.1. Jos z1 on polynomin P, nollakohta, niin tdlloin P,(x) on jaollinen
termilld (x — 1), toisin sanoen

Po(z) = (2 — 21)Qn-1(x),
missd Qn—1(x) on (n — 1)-asteinen polynomi.
Todistus. Induktiolla todetaan, etta
"=y = (z— y)(l‘”‘1 +a" Py 4y,
katso Ohjaus 1.3, joten koska P, (x1) =
Po(z) = Po(x) - Pn(fvl)

= ap(z" —x}) + - +a1(x1—xl)+ao—a0

= (z—x1)(bp—12" "+ -+ bo),
missa
bn—l = Qn
bn—2 = apx1 + ap—1
bo=anzy '+ Fap.
Korollaari 9.2. Jos polynomilla P, on n eri nollakohtaa x4, ... ,z,, niin

P,(x) =an(z —x1)(x —22) -+ (x — ) .

Korollaari 9.3. n:nnen asteen polynomilla P, voi olla korkeintaan n eri nollakoh-
taa.

p-kertainen nollakohta. Jos

P(z) = (z — xl)an—p(x) )

missa x; ei ole polynomin @),,—, nollakohta, niin sanotaan, etta x; on polynomin
P,, p-kertainen nollakohta (eli yhtélén P, (z) = 0 p-kertainen juuri).

Lause 9.4. Jos x1 on polynomin P, p-kertainen nollakohta, niin x1 on polynomin
P! (p — 1)-kertainen nollakohta.

Todistus. Koska
Pp(z) = (z — 21)"Qn-p(z),
missd Qp—_p(z1) # 0, on
By (x) = plx — 21)P ' Qu-p(@) + @), () (x — x1)?
= (v — xl)p_l(an—p(x) + (- xp)an—p(x))
= (xz — xl)p_lH(x) ,
missa
H(z) = pQun—p(x) + (z — 21)Qp_, (¥)
on polynomi, jolle pétee, ettd H(x1) # 0.
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Binomikaava 9.5. Induktiolla todistetaan niin sanottu Newtonin binomikaava:

(a+b)" = (g)w + (T)a”_1b+---+ (Z)b”

£

k=0
: —kpk
= a™ " "b
I(n — k)! ’
— kl(n — k)
missa lukua ”"n yli k:n”, (Z) = ﬁlk),, sanotaan binomikertoimeksi. Selvasti

(0) = (2%
Muista myo6s Pascalin kolmio binomikertoimia maarattaessa!
Huomautuksia. (1) Polynomeille on voimassa niin sanottu jakoyht&lo:

Jos P, ja Qum,n > m, (Q., # O), ovat polynomeja, niin on olemassa yksikasit-
teiset polynomit H ja K siten, etta

P,=HQ,+ K,

missa polynomin K asteluku on alempi kuin polynomin @Q,,.
Katso Myrbergin kirja, Lause 3.4.1.
(2) Kun n = 1,2, 3,4, saadaan polynomin P,, nollakohdat eli yht&lon

Az +---4+ag=0

ratkaisut algebrallisesti eli ratkaisut saadaan annetuista kertoimista suorittamalla
aarellinen maara yhteen-, vahennys-, kerto- ja jakolaskuja seka juurenottoja. Kun
n > 5, ei ratkaisuja enaa loydeta algebrallisesti. Taméan todisti nuori norjalainen
Nils Abel, vuonna 1823.

Rationaalifunktio. Funktio R,

P(x)
Q(x)
missd P ja ) ovat polynomeja ja @ # O, on nimeltdan rationaalifunktio.

Rationaalifunktion R luonnollinen 1&ht6 on R\{z : Q(x) = 0}, missé
{z : Q(x) = 0} on aérellinen joukko [Myrberg, Lause 3.4.4].

R(z) =

Esimerkki. Funktion
23 +b5xr+1

Ra) = T2

luonnollinen 18ht6 on R\ {—1,1}.

Huomautus. Olkoot

P(x) =ao+a1z+ -+ apz™,
Q(x) =bg+bixz+ -+ byz",
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misséa a,, # 0 ja b, # 0. Olkoon

P(x)
R(z) = 0@
Talloin
0, jos m < n.
mll_)ngo R(z) = +00, jos m > n; etumerkin méarad termi §=

7=, jos m=mn.
n

Todistus. a) Jos m < n. Té&lléin

1 (2% 4. ta,
R(z) = (w a )
xn—m
0

b b,

kun z — oo.

b) Jos m > n. Talléin

a0 4.t a,,
2—9L+--~+bn)
jaR(x)—>oo,kunx—>oo,jos%—j:>0.

Jos 4= < 0, niin R(z) — —oo, kun z — oo.

c¢) Jos m = n. Télléin
Tt am

ok,

xn

kun z — oo.

Lause 9.6. Olkoon R(z) = gg;,ﬂfo € R ja Q(xg) # 0 # P(xo). Tallvin

lim |R(x)| = 0.

T—TQ

Todistus. Koska
Q(z) = (x — x0)" Q1 (),

missd m > 0, @1 on polynomi ja Q1(zg) # 0, niin

1 |PW)
B@l = T m 0@
Pao|
|Q1 (o) ’

kun x — x.
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Algebrallinen funktio. Funktiota f sanotaan algebralliseksi, jos se toteuttaa yh-
talon

P(z, f(z)) =0,

missd P on kahden muuttujan polynomi. Funktioita, jotka eivat ole algebrallisia,
sanotaan transkendenttisiksi funktioiksi. Tallaisia ovat mm. eksponenttifunktio ja
trigonometriset funktiot. Kahden muuttujan polynomilla taas tarkoitetaan sita,

ettd P(x,y) on muotoa
n n
i=1 j=1

missa a;; € R.
Esimerkki. Olkoon f : (0,00) — (0,00), f(z) = ¢/x. Téll6in funktio f on algeb-
rallinen, silla
fla)=y="Vx
ja
P(z,y) =z —y*>=0.

Esimerkki. Polynomit, rationaalifunktiot ja juurifunktiot ovat algebrallisia funk-
tioita.

Alkeisfunktio. Soveltamalla yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskua seké yhdis-
tamisoperaatioita algebrallisiin funktioihin seké eraisiin transkendenttifunktioihin
(esimerkiksi eksponenttifunktioihin, trigonometrisiin funktioihin ja niiden kaénteis-
funktioihin), saadaan funktioita, joita kutsutaan alkeisfunktioiksi.

Esimerkkeja. Seuraavat funktiot ovat alkeisfunktioita:

arcsinz,
Inz,

2 T
cos(z” +€"),

z” .

Seuraavassa tutkimme eraiden transkendenttisten alkeisfunktioiden ominaisuuksia.
Eksponenttifunktio e*.

1
e= lim (1+ —)" ~2,7182...

n—oo n

Tavoitteenamme on nyt méaaritella e” kaikilla = € R.

Muistutuksia.

(1) =1
2" =™ r e RomeZ,neZ
(™)t =a™ xeRmMeZLneL

1
r"=—mneNuz#0.
x
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1
n

(2) Kéanteisfunktion jatkuvuuslauseen jéalkeen maarittelimme funktion x

Luku =% maééritellisn yhdistamalld funktiot

toisin sanoen

Huomataan, etta

missd m € N jan € Nz #£ 0.

Funktio x + z» on médritelty valilli [0,00), ja jos n on pariton, niin se on
maaritelty koko R:ssa.

Kokonaisia eksponentteja koskevista laskusadnnoista seuraa, etta

6% — (n\/E)m :n\/e_m

eTTY = e%eY
() = e
eV =1.

Tallsin,
(1) josz =™, m e N janeN,siis > 0, niin e* > 1, silli e > 1, joten ex > 1 ja
en > 1. Téstd seuraa, etté funktio

(2) e” on aidosti kasvava joukossa Q, sillad e”

Lause 9.7. f:Q — R, f(x) = €*, on jatkuva.

th —e%eh > e kun h > 0.

Todistus. (1) Osoitetaan, ettd funktio f on jatkuva origossa. Olkoon € > 0. Vali-
taan n € N siten, etta

n—1

n1<1—|—e ja >1—e€.

n — n

Nain voidaan tehda, kun valitaan n > H'E

Olkoon z € Q siten, ettéd |z| < E' On osmtettava, etta
le® — 1] < e.

1 1 .
Koska —= <z < -, niin

silla e* on kasvava.
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Nyt
1 n
en < —— < 1l+e¢

n—1

ja
1 n—1
- > >1—ce€.
en n
Silld (1 — 1) on nouseva ja (1 — 2)" < 1. (Tidm4 tulos todistetaan mydhemmin.)

Siis
le® — 1] < e,
ja f on jatkuva origossa.

2) Olkoon zy € Q. Osoitetaan, etta f on jatkuva pisteessa x.
J

Olkoon € > 0 ja h € Q. Silloin
|f (o + h) — flzo)| = |e"th — ™|

= |e®0eh — 0| = e™o|eM —1].

Koska funktio f on jatkuva origossa, niin on olemassa o > 0 siten, etté
le" —1] < ee™ ™,

kun |h| < 4.
Talloin
|f(zo + h) = fzo)| <e.

Maaritelma. Jos z € R\ Q, niin
e’ =sup{e’|re Q,r <z}.

Tama joukko on ylhaalta rajoitettu; jos valitaan s € Q, s > z, niin e” < e® kaikilla

r < s. Siis
e’ =supe” <e’.

Merkitsemme myo0s, usein painoteknisista syista, etta
e® = exp(x),

jolloin exp : R — R.
Seuraavaksi tutkimme eksponenttifunktion ominaisuuksia.
Lemma 9.8. Olkoon z € R, z,, € Q, z,, < = ja x,, — x. Téll6in
exp(zn) — exp(z).
Todistus. Jos z € Q, niin viite seuraa siité, ettd f : Q — R, f(x) = e®, on jatkuva.
Olkoon z € R\ Q ja olkoon € > 0 annettu. Silloin on olemassa r € @ siten, ettd

r<xjae® >e” —e koska e = sup{ef|p € Q,p < z}.
Valitaan ng siten, etta x,, > r, kun n > ng. Nailla n patee, etta

e’ —e<e <etr < e’

koska e* on aidosti kasvava joukossa Q ja z, € Q.
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Lause 9.9. 1Y = e%eY kaikillo v € R ja y € R.

Todistus. Valitaan nousevat rationaalilukujonot (x,,) ja (y,) siten, etta

Ty — T
Yn — Y,
jolloin
Tp +Yp T+ Y.
Koska

emn"‘yn — emn eyn ,
niin lemmasta 9.8 saadaan, kun n — oo,

eTTY = e%eY |

Lemma 9.10. ¢* > 0 kaikilla z € R.

Todistus. Tapaus, jossa x € QQ todistettiin jo aikaisemmin.
Jos x € R\ Q niin valitaan r € Q,r < z, jolloin

e* >e" >0,

silld z = {eP|p < z,p € Q}.
Lemma 9.11. x — exp(z) on aidosti kasvava R:ssé.

Todistus. Jos h > 0, niin e” > 1, koska voidaan valita r € Q siten, ettd 0 < r < h,
jolloin
e >e">1.
Olkoon nyt x < y, jolloin y = x + h, h > 0. Siis
e =e = e > e” |
silld e® > 0 ja e > 1.
Muistutus. Aikaisemmin olemme todistaneet seuraavan lauseen.

Lause 9.12. Olkoon x € R. Tdlléin jono (x,,), missd

T n
Ty = (1 + —) ,
n
on nouseva nilld n, joilla n > |x|. Lisiksi jono (x,,) on ylhdadltd rajoitettu.

n
Huomautus. Kun z = 1, saadaan Neperin luku e = lim,, ., (1 + %) .
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Huomautus 9.13. Nousevalla lukujonolla (1 — %) on raja-arvo %

Todistus.

kun n — oo, kun sovellamme seuraavaa aputulosta.

Aputulos 9.14.
1 n

lim (1 — —2) =1,

n—oo n

silla

kun n — oo.

Y114 on kdytetty Bernoullin epayhtéloa: (14 )" > 1+ nx,n € Nyx > —1.

Lemma 9.15.
=1

3=

lim e
n—oo
ja
. _1
lim e » =1.

n—oo

Todistus. Nousevalla lukujonolla (1 — %) on raja-arvo %7 kun n — oo. Siis

1 1
1——-)< -
( n) e
ja
n—1 1
-
n en
Siis
w < P
en =
n—1 n—1
Toisaalta lisdksi
1 n
(1 + —) <e
n

75
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eli
n—+1

1
= <en.,
n

1+

1
n
Siis
1 1 1
1+ —-—<ern <1+ ——,
n n—1

joten kuristuslauseen nojalla

3=

lim e» =1.

n—oo

3=
3=

Koska ene™n = 1 niin

. _1
lim e » =1.
n—oo

Lause 9.16. Funktio x — e* on jatkuva R:ssd.

Todistus. Olkoon xg € R. Osoitetaan, etta funktio f on jatkuva pisteessa x.
(a) Jos £y = 0. Olkoon € > 0. Edella olevista lemmoista saadaan, etta

1

en — 1
ja
_1
e n —1,
kun n — oo.
Siis on olemassa n, jolle
1
lem — 1] <€
ja
1
le”n — 1] <,

siis erityisesti

en —1<e ja e 1> —e.

Kun |z| < 1, niin

ja siis
—e<e’—1<e,

eli
le” — 1| < e.

Siis funktio f on jatkuva origossa.
(b) Jos taas xp on mielivaltainen piste R:ssé. Silloin

€w0+h — ewoeh — e:l,‘o . 1’

kun h — 0, (a)-kohdan nojalla. Siis funktio e” on jatkuva koko R:ssé.
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Lemma 9.17.

Coef—1
lim
x—0 €

=1.

Todistus. Aikaisemmin on todistettu, etta

1 n
(1+—) — e, kun n — oo
n

ja
1\" 1
1—-—) — — kunn — oo,
n e
ja siis
1 1
14 —<er <1+ ,
n n—1
eli
1 1 1
1 —<er —1< .
(1) n c n—1

Olkoon z € (0,1). Valitaan n, siten, etta

1
— <z < .
Ny Nge — 1

Koska e” on aidosti kasvava, niin (1):n nojalla

1 1 " 1
— <erz —l<et —1<ere—1T —1<

Ny
Siis
1 <em—1< 1
TNy T x(ng — 2)
Koska
1 1
— <z <
Ny ng — 1
eli
Ng — 1< — < ng,
x
niin ) 5 _1
Ng — et — n
= < < —=_.
Ny T Ny — 2

Kun x — 0+, niin n, — oo, joten ala- ja ylarajat lahestyvat lukua 1, siis

. e’ —1
lim =
z—0+ X

1.

Jos x < 0, niin

kun z — 0.
Nain ollen

Ny — 2

T
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Lause 9.18. Funktio x — e* on posititvinen, aidosti kasvava ja derivoituva koko
R:ssa ja De* = e*. Lisdaksi

lim e =00 ja lim e =0.
T— 00 T—— 00

ja €* voittaa kasvussa kaikki potenssit xP, p € N, suis

Todistus. (1) Edella olevissa lemmoissa on todettu, ettd eksponenttifunktio on po-
sitiivinen, aidosti kasvava ja jatkuva.

(2) Koska e > 1, on

lim e" = oo,
n—oo

joten funktion e” aidon kasvavuuden nojalla patee myos, etta

lim e* = 0.

r— 00
Edelleen,
) ) _ ) 1 1
lim = lime ‘= lim — = — =0.
xr— —00 t—o00 t—o00 et o0

(3) Osoitetaan, ettd De® = e” kaikilla z € R. Koska

x+h x h
e —e e T 1
h h
niin vaite seuraa edellisesta lemmasta, jonka mukaan
h
.oet—1
lim =1.
h—0
(4) Osoitetaan viela, etta
el’
lim — = o0,
r—oo P

p € N. Taémé on Laskuharjoitustehtdva 11.3. (Helppo I'Hospitalin s&&nnén sovel-
lus.)

Huomautuksia. (1) Edelld olevasta seuraa, etté
DMe® = ¢®

kaikilla n € N. Geometrisesti tdméa merkitsee sita, ettd kdyran y = e” jokaisessa
pisteessd tangentin kulmakerroin on sama kuin pisteen y-koordinaatti!

(2) Kaikilla = pétee, ettd e® > 1 + x. Néiytetdén tdma.

Merkitdsn f(z) = €%, jolloin f)(z) = e® > 0. Siis funktio f on alaspéin kupera.
Funktion f(x) = e” tangentti pisteessé (0, 1) on

y=1+1-z=1+z.

Siis €* > 1 + z kaikilla z.
(3) Edelld olevasta epéyhtilosté e® > 1+x seuraa my0s heti se, ettéd lim, o ¥ =
0.
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Logaritmifunktio. Olemme todistaneet, ettd exp : R — (0, 00) on aidosti kasva-
va, jatkuva ja ettd se saa kaikki arvot vélilla (0, c0).
On siis olemassa kaanteisfunktio

exp ' :(0,00) = R,

jota merkitaan log tai In.
Koska yhdistetty funktio

(expoln)(z) = exp(x) oln(z) = =,
toisin sanoen
exp(In(z)) =z,
niin
zy = exp(In(z)) exp(In(y)) = €™ “e™?
= exp(In(z) + In(y)) = e oY,
ja siis
In(zy) = In(x) + In(y) .
Edelleen, koska exp(0) = 1, niin
0=1In1l :lnxl :lna:—l—lnl,
x x
ja siis

In—=—-Inz.
T

Lause 9.19. Logaritmifunktio In : (0,00) — R, x + Inz, on aidosti kasvava ja
derivoituva ja se saa kaikki reaaliarvot. Lisdksi,

1
Dlnz = —.
T

1
Lisdksi Inx haviad kasvussa kaikille potensseille x», p € N, toisin sanoen

1

. e .
lim — =00 = lim .
T—00 lIl.Z‘ T — 00 (ln ;(;)P

Todistus. Logaritmifunktion aito kasvavuus ja derivoituvuus seuraavat kaanteis-
funktion exp(z) vastaavista ominaisuuksista. Jos merkitédén y = Inx, saadaan

1 1 1
Dlnz = = — = .
n D(ev) ev =«
Lisaksi
lim A lim exp(y) =00
z—oo (Inx) y—oo  yP ’
ja siis
lim =00.
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Kertausta 9.20. Olkoon p € N. Talloin

(1) limg—e0 & = o0,

(2) limy oo (h%)p = 00,

(3) limy— 00 z(Inz)? = 0.
Todistus. Laskuharjoitustehtavat 11.3, 11.4 ja 11.5.

Yleinen eksponenttifunktio a*. Olkoon a > 0,a # 1,z € R. Yleinen ekspo-
nenttifunktio a® voidaan esittifi yhdistettyns funktiona e** exp(kx), missi k =
Ina.

Lause 9.21.

a® = e®"% = exp(z1na).

Todistus. Katso Myrberg, luku 6.4.

Huomautus. Funktio x — a” on aidosti kasvava, kun a > 1 ja aidosti laskeva,
kun 0 <a < 1.
Edelleen

Da®” =a*1lna
ja

) o0, jos a > 1
lim o = i
T—00 0,josa<1.

Yleinen logaritmifunktio 2 log x.
Olkoon a > 0 ja a # 1. Koska x +— a” on aidosti monotoninen ja jatkuva, niin
silla on kaanteisfunktio, nimittain a-kantainen logaritmifunktio:

“log: (0,00) — R.
Koska
a®o%logr =1,

toisin sanoen

“logx

a =x,

niin

In(a”"°8%) = (“logz)Ina = Inx.

Toisin sanoen

a Inz
logx = —.
Ina
Edelleen
| 1
D%logx = DY —

Ina zlna’
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Yleinen potenssifunktio. = — x*, missa u € R, z > 0. Maaritellaan
2" = exp(plnz) = et

Té&ll6in x# tulee méadritellyksi vélilla (0, co) jatkuvana funktiona, joka on
aidosti kasvava, jos pu > 0,
aidosti laskeva, jos u < 0, ja
+1, (eli vakio) kun p = 0.

Tutut laskusaannot ovat voimassa, esimerkiksi
x =zt -z,
Derivoimalla saadaan
Dx" = Dexp(pulnx) = exp(plnx)

7 _
:—xu:lu/xu 17
T

SHES

joten
Dzt = pxt~ 1t

Tarked huomautus. Tyyppia f (:1:)9(”) olevat funktiot maaritelladn seuraavasti:

f (@) = exp(g(@) n f ().

Esimerkki. Olkoon f(x) = z®. Ma4éritd funktion f suurin ja pienin arvo valilla
(0,1], jos kyseinen arvo on olemassa.

Ratkaisu: Nyt f(z) = 2 = exp(zlnz). Funktio f on selvisti jatkuvien funk-
tioiden yhdistettyna funktiona jatkuva. Lisédksi

f'(z) =exp(xInz)(DxrInz) = exp(zlnz)(lnz + x - é) :

Siis f'(x) =0, jos

Inz+1=0
eli kun

Inz =-1

eli kun
r=e e (0,1].
fleh) = ()F ==

e
Toisaalta f'(z) = exp(zlnz)(l + Inz) > 0, kun 2 > 1, silli exp(zlnz) > 0 ja
(1+Inz) >0, kun = > 1. Liséiksi f/(z) <0, kun 0 < z < 1.

Siis funktio f on aidosti véheneva valilla (0, é] ja aidosti kasvava valilla, [%, 1].

Siis é on lokaali ja globaali minimikohta. Toisaalta

f)=1

Q|

~0.692 < 1.

o=

ja
wli,%l+ f(x) = xlir&_ exp(zlnz) =1.

.
1
e

Siis funktion z® suurin arvo on f(1) =1 ja sen pienin arvo on f(1) =
e
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Lemma 9.22. Neperin luku e maériteltiin raja-arvona lim,,_, o, (1+ %)” Sen yleis-

tys on
1 xr
lim (1 + —) =e.
xr—00 €T

Todistus. Valitaan x suureksi, x > 1. Valitaan n, € N siten, etta n, <z <n, + 1.

Silloin
1+ <1+ <1+ -
ng + 1 ng + 1 T
1 1

missa vasen puoli

Nnge+1
1
1 e (1 + nx+1>

ng + 1

kun n, — oo, ja oikea puoli

1\t 1\ 1
1+ — —(1+— 1+ — ) —e-l=c¢,
Ny Ny Ny

Siis kun & — o0, niin

kun n, — oo.

1 X
lim (1+—) —e.
xr—00 €

Lause 9.23. Olkoon a € R kiinnitetty ja olkoon x € (0,00). Silloin

lim (1—}—9)"” =e”.

r— 00 x

Todistus. (1) Kun a = 0, niin véite on selva.
(2) Oletetaan, ettd a # 0 ja merkitddn & = %, jolloin

(1+ 2 = (14 )

(1)

[
— e ,

kun t — 400 eli kun x — 4+o00 potenssifunktion jatkuvuuden nojalla.
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Hyperboliset funktiot. Integraalilaskennassa tulemme useasti kayttamaan ns.
hyperbolisia funktioita. N&itd ovat hyperbolinen sini, hyperbolinen kosini, hyper-

bolinen tangentti ja hyperbolinen kotangentti. Ne maaritellaan seuraavasti:

sinh : R — R,

cosh : R — [1,00),

tanh : R — (—1,1),

tanhz = = ,
cosh z et +e %

coth: R\ {0} = R\ [-1,1],
cosh z et +e %

cothz = — = .
sinh x et — e~ %

Piirrd kuvaajat!
Hyperbolisille funktioille on voimassa kaavoja, jotka muistuttavat trigonometris-
ten funktioiden kaavoja, esimerkiksi:

2 .12
cosh® z — sinh” z = 1.

Tama tulos seuraa suoraan siita, etta
2 1 2z —2z
cosh x:Z(e +2+e )

ja
1
sinh?z = 1(62“7 — 247 %),

Derivoimalla saadaan, etté:

Dsinhz = D(3(e* —e ")) = 5(e* + e ) = coshz,
Dcoshz = D(1(e* +e7")) = 1(e” — e ") =sinhuz,
Dtanhz = Dsi)r;}lif: - coslll2 x’ ja

Dcothx =1 — coth?z.

Areafunktiot eli hyperbolisten funktioiden kadnteisfunktiot. Areafunktiot
maaritellaan hyperbolisten funktioiden kaanteisfunktioina.
Koska sinh : R — R on aidosti kasvava ja jatkuva bijektio, on silld kdanteisfunk-
tio
arsinh : R — R,

jolla on samat ominaisuudet.
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Koska tanh : R — (—1,1) on aidosti kasvava ja jatkuva R:ssé arvojoukkonaan
(—1,1), on tanh siis bijektio, ja silld on olemassa kadanteisfunktio

artanh: (—1,1) — R.

Funktion cosh y rajoittumalla vélille (0, 00) on kédnteisfunktio ar cosh z, joka on
méaaritelty valilla [1, 00).

Koska coshy = cosh(—y), on funktion coshy rajoittumalla vélille (—o0,0) ole-
massa kaanteisfunktio —ar cosh x.

Koska cothy on aidosti viheneva joukossa (0,00) arvojoukkona (1,00) ja ai-
dosti vihenevé joukossa (—o0,0) arvojoukkona (—oo,—1), on sen kaanteisfunktio
ar coth x médritelty arvoilla |z| > 1.

Areafunktiot voidaan lausua myos logaritmifunktioiden avulla, silld, jos mer-
kitaan

y = arsinh x,
niin
ey —e Y
2

2x = eY —e_y‘ ce Y

x =sinhy =

(€¥)* —2xe¥ —1 =10
ey =x+Va2+1.

Koska e¥ > 0, niin ratkaisu, jossa on miinusmerkki juurilausekkeen edessa ei kelpaa,
joten

e =x+ V241
y =arsinhz =In(z + Va2 +1).

Vastaavasti saadaan, etta

1
x = coshy = 5(63’ +eY)
(e¥)? —2ze¥ +1=0

ey =x+V22-1.

y = t+arcoshz = In(z £ V22 — 1)
=+In(x+ va2-1),

silla

Merkitsemalla y = tanh x saadaan, etta

ey —e Y e -1
xr =tanhy = = ,
ev+e Vv e+ 1
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joten
1+«
2y:
€ 1—z’
el 1. 1+
T
=artanhz = =1
y = artanhx 2n1—x’
kun |z| < 1.
Vastaavasti saadaan
the = 2o 211
arcothz = = 1In
2 -1’

kun |z| > 1.
Kootaan saadut tulokset viela yhteen:
Lause 9.24. Areafunktioille ovat voimassa seuraavat esitykset logaritmin avulla:
arsinhz = In(z + Va2 + 1) kaikilla z € R,
arcoshz = In(x + \/m), kun xz > 1,
1

1 14z
artanhx—i Hm, kun |ZC‘<1,
_ 1 x+1
arcothx = 5 In 75, kun |z| > 1.

Areafunktioiden derivaatoiksi saadaan:

Darsinhz = mi—w kaikilla x € R,
Dar coshxz = \/;,7_1, kun x > 1,
Dartanhz = 5, kun |z| <1,
Darcothz = =, kun |z| > 1.

Trigonometriset funktiot. Sini ja kosini maaritellaan koulukurssissa kuvaan ve-
doten. Niiden tasmallinen johtaminen sarjateorian avulla tehdaan vasta kevaan
kurssilla Differentiaali- ja integraalilaskenta 1.2. Talloin esimerkiksi

x> 2P

sine = — — + — — -

3! 5!

Muitakin maéarittelymahdollisuuksia toki on, mutta mika&n niistd ei oikein sovi
tahan kohtaan kurssia.

Téassa vaiheessa oletamme kuitenkin tunnetuiksi seuraavat perusominaisuudet:
(1) sin ja cos ovat funktioita R — R,
(2) sin0 =0 ja cos0 =1,
(3) sin®x + cos?z = 1,
(4) sin(z + y) = sinz cosy + cosxsiny
cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny,

(5) limg_o 322 = 1.

(Katso esimerkiksi K. Vaisdla: Trigonometria.)
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Huomautus. Kohdasta (3) seuraa, etté
|sinz] <1 ja |cosz|<1

kaikilla z € R.
Lause 9.25. Funktiot sin ja cos ovat jatkuvia R:ssd.

Todistus. 1° Koska kohtien (4) ja (3) mukaan

x T 9T . o X . 9T
cosT = cos(= + =) =cos” = —sin” — =1 — 2sin” —

(2 2) 2 2 27
niin riittda osoittaa, ettd funktio sin on jatkuva.

2° a) Néytetdédn ensin, ettd funktio sin on jatkuva origossa:
Kohdasta (5) seuraa, ettd on olemassa o > 0 siten, etta

.
me 1‘ <1,
T
kun 0 < |z| < 0.
Naille x patee, etta
sinx sin x
‘ < _ 1‘ <1+41=2,
T T

joten |sinz| < 2|z|. Siis |sinz| < 2|z| kaikilla z, kun |z| < o. Siis

lir%(sinx) =0 ja sin0=0.

Siis funktio sin on jatkuva origossa ja kohdan 1° mukaan myos funktio cos on
jatkuva origossa.

2° b) Néaytetadn nyt, ettd sin on jatkuva mielivaltaisessa R:n pisteessid. Olkoon
xo € R ja h € R. Silloin kohtien (4), 2° a) ja (2) mukaan

sin(zg + h) = sinxg cos h + cos g sin h

— sinxg cos 0 + cos g sin(0 = sin xg ,

kun A — 0.
Siis funktio sin on jatkuva pisteessa zg. Siis seké sin etta cos ovat jatkuvia koko
R:ssé.

Lause 9.26.

. 1—coszx 1
im — = —.
x—0 2 2

Todistus. Jatkuvuustodistuksen osassa 1 osoitimme, etta

Lo X
cosx:1—251n2§.
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Siis

1 —coszx 2 sin? %

kun méaarittelemme f: R — R,

x

1, kun x = 0.

f(x):{m kun z # 0

Koska f on jatkuva, niin myo6s yhdistetty funktio x +— % f (%)2 on jatkuva ja siis

1. =z 1 1
§f(§)2 — §f(0)2 =3

Lause 9.27.

Dsinx = cosxz

Dcosx = —sinx.

Todistus. 1° Nyt siis D sinz =

sin(x + h) —sinz  sinzcosh + coszsinh —sinz

h - h
. cosh—1 L sin h
=sing——— +coszx
h h

—sinz-0+cosx-1=coszx.

Siis Dsinx = cos x.
29 Edelleen, D cosx =

cos(x + h) —cosz  cosxzcosh —sinzsinh — cosz

h h
cosh—1 . sinh
=cosr—— —sinz
h h
—cosx-0—sinzx-1=—sinx.

Siis D cosx = —sinx.
Huomautus. Ajattele asiaa geometrisesti!

Tarkeita huomautuksia. (1) Raja-arvoa

. 1
lim sin —
x—0 x

ei ole olemassa. Naytetaan tama.

87
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Kun z — o0, niin % — 0 ja Sin% saa kaikki arvot —1:std 1:een yha uudelleen ja
uudelleen. Siis
sin l — sin l >1
T Yy
joillakin z,y € U(0,6) \ {0}, valittiinpa § kuinka pieneksi tahansa. Funktiota sin 2
sanotaan topologin sinikayraksi. Piirrd kuvio!
Huomaa: Olkoon f(z) = sin % Koska raja-arvoa lim, .o f(x) ei ole olemassa,

niin funktiota f ei saa jatkuvaksi origossa, maariteltiinpa se origossa miten tahansa.

(2)

lim zsin — =0,
x—0 s
silla
.1 1
0—zsin—| = |z||sin —| < |z| <€,
x x

kun 0 < |z — 0] < e. (Siis luvuksi § kelpaa luku €).
Huomaa: Olkoon

f(x) :xsini, x#0.

Koska lim,_,o zsin - = 0 on olemassa, niin funktio f saadaan jatkuvaksi origossa

1
asettamalla f(0) = 0.
(3) Olkoon f:R — R,

z?sind + Z kun z #0
fa)={ g e
0, kun z = 0.

Funktio f on derivoituva origossa ja f’(0) > 0, mutta f ei ole kasvava missidin
origon ymparistossa. Vertaa varoitus Lemman 8.1 jalkeen. Katso myos Laskuhar-
joitustehtava 12.10.

Jaksollisuus. Luku w € R on funktion f: R — R jakso, jos

fle+w) = f(z)
kaikilla z € R.
Talloin myo6s jokainen nw, missa n € Z, on funktion f jakso.
Lause 9.28. Sinin ja kosinin jaksoja ovat tasmdlleen luvut n2mw,n € 7Z.
Todistus. Katso Myrberg, Lause 6.6.2.

Huomautuksia. (1) Sinikéyra saadaan siirtaméalla kosinikéyrdé oikealle 7:n ver-
ran:
. ™ . ™ .
sin(x + 5) = sIn I cos 5 + cos x sin 5= COSZT.

(2) sin(—z) = —sinz.

cos(—x) = cosx.

Siis sin on parillinen ja cos on pariton funktio.
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Lause 9.29. Kaikilla x € R on voimassa |sinz| < |z|.

Todistus. Differentiaalilaskennan véliarvolauseen nojalla on olemassa t € (0, x) si-
ten, etta
sinz =sinz —sin0 = Dsin(t) - (z — 0) = (cost) - z,

siis
|sinz| < |costl||z| < |x|.

Lause 9.30. Kaikilla x > 0 on voimassa sinz < x.
Todistus. Méaaritelldan f : (0,00) — R,

f(x) =2 —sinz.
Osoitetaan, ettd funktio f on aidosti kasvava. Silloin kaikilla x > 0,

x —sinx > f(0)=0.

Funktio f on derivoituva,

f(x) =1—cosx

ja f'(z) > 0 kaikilla x. Siis f on kasvava.
Jos olisi vali A, jossa
1—cosxz=0

(eli f ei olisi aidosti kasvava), niin
D(1 —cosz) =sinz=D0=0
kaikilla z € A, ja
Dsinx =cosz=D0=0
kaikilla x € A. Siis 1 = 0, mik& on ristiriita. Siis sinx < x kaikilla > 0.

Maaritelma. Funktio tan maaritelladn seuraavasti.

sin x

tanx = .
cos T

Tangenttifunktion luonnollinen ldht6joukko on
R\{g+n7r:n€Z}::A,

jossa tan on jatkuva.

Lisaksi
sinx
Dtanz = D( )
CcoS T
B cos?x +sin’ z B 1
N cos? x ~ cos?x
kaikilla z € A.
Lisaksi
Dtanx = >0,

cos? x

joten tanx on aidosti kasvava kaikilla valeilla A C A. Erityisesti se on aidosti

kasvava niin sanotulla perusvalilld (-7, 7).
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Maaritelma. Funktio cot maaritelladn seuraavasti.

1 cosT
cotxr = = — ,
tanx sin

ja sen luonnollinen ldhtojoukko on
R\ {nm:neZ}=B.

Joukossa B on cot x derivoituva ja siis myos jatkuva. Lisaksi

1
Dcotr = ————.
sin“ x
Huomautus. Luvun 7 arviointi: Koska
. 9 1 —cos2x
sin“z = —
niin -
Lo T 1 —cos 3 1
sin — = ——=% = — .
4 2 2
Siis
. 1
sin — = —

silld sinz > 0 valilla [0, 7.
Koska edelleen
cos“x =1 —sin2x,

niin

ja siis

Sovelletaan Differentiaalilaskennan véliarvolausetta funktioon cos vélilla [F, T].

Talloin on olemassa t € (7, 5) siten, ettd

cosg—cos%:(—sint)(g—g).
Siis )
7r
0— — = (—sint)~
75 = (csint)]
ja

4 22

m = = - s
V2sint  sint

missa sint # 0.
Koska vililld [0, 5] on sin aidosti kasvava, niin

Lo sn” <sint<sin® =1
— = S1n — S1n Sln — = .
4 2

V2

Siis

2¢/2
22 <1 = ‘/;<2-2:4.

sin
Kevaélla johdamme tarkemman metodin luvun 7 likiarvon laskemiseksi. Silloin
tutustumme ns. potenssisarjoihin, jotka ovat tarkeitd matemaattisia tyokaluja.

Seuraava asia on tarkea!
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Arkusfunktiot eli trigonometristen funktioiden kaanteisfunktiot. Koska
trigonometriset funktiot eivit ole aidosti monotonisia, ei niilla sellaisenaan ole kaan-
teisfunktioita. Rajoittamalla funktiot sopiviin véaleihin, voidaan kaanteisfunktiot
kuitenkin maaritella.

(1) arcsinz. Koska sini on aidosti kasvava ja jatkuva vélilld [-7, 5], arvo-

joukkonaan véli [—1, 1], on sinin rajoittumalla kyseiseen véliin olemassa kdanteis-
funktio, arcsin x, (lue: arcus sinin pédhaara), joka on siis méadaritelty valilla [—1, 1]
arvojoukkonaan [—7, T].

Merkinnélld arcsinz (ilman ylaviivaa!) tarkoitetaan jokaista lukua (kulmaa) y,
jolle siny = x. Toisin sanoen

y = arcsinx.

Koska yhtalon siny = z toteuttavia lukuja on adrettomén monta, saa arcsinz

aarettoman monta arvoa,
] arcsinz + n2w
arcsinx = .
T —arcsinz + n2m,

eikd arcsin z siis ole funktio! (Huomaa kuitenkin, etté arc sin z taas ON funktio.)

(2) arc cos . Koska kosini on aidosti vahenevé ja jatkuva vélilld [0, 7] arvojouk-
konaan véli [—1, 1], on kosinin rajoittumalla kyseiseen véliin olemassa kaéanteisfunk-
tio arc cos z, joka on siis mééritelty vélilla [—1, 1] arvojoukkonaan [0, 7].

Maarittelemalld merkinta arc cos x lukuna y, jolle cosy = x, toisin sanoen

Y = arccosx <= Ccosy = T,

saa arc cos r aarettoman monta arvoa, nimittain
arccos x + n2m

arccos r =
T —arccosx + n2w.

3) arctanz. Koska tangentti on valilla (—Z, Z) aidosti kasvava ja jatkuva ar-
8 272 Ja]

vojoukkonaan koko R, on tangentin rajoittumalla kyseiseen véaliin kdanteisfunktio
arc tan x, joka on siis mééritelty koko R:ssé arvojoukkonaan (—%, Z).

Maarittelemalla arctan x lukuna y, jolle tan z = y, toisin sang(;rf
Yy =arctany <= tany =z,
saa arctan x aarettoman monta arvoa, nimittain
arctanx = arctanx + nw.
Huomaa, etta tangenttifunktion jakso on .

Tarked huomautus: Kaikkein téarkein arcusfunktioista on arctanx, koska se on
maaritelty koko R:ssd ja Darctanx = H# Funktion tarkeys piilee muun muassa
siiné, etta kun ﬁ integroidaan, niin saadaan arc tan z.

(4) arc cot z. Méaaritteleméllad

Yy = arccotx <= coty = x,
saa arc cot x aarettoman monta arvoa
arccotx = arccotx + nm,

missa arc cot z on koko R:ssé maaritelty kaanteisfunktio funktion cot x rajoittumalle
véliin (0, ).

Kootaan saadut tulokset viela yhteen:
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Lause 9.31. Rajoittumafunktioilla

. ™ T
Slnx‘[—§7§],

COSSIZ‘[O,?T],

T
tana:)(—§,§),
COtIIJ’(O,ﬂ'),

on olemassa kaanteisfunktiot

arcsinx,

arccosz ,
jotka on mddritelty vdlilld [—1,1], ja kddnteisfunktiot

arctanx,

arc cot x,

jotka on madritelty koko R:ssd.

Kdaanteisfunktiot ovat derivoituvia ja

1
Darcsiny = ——,
V1—a2
1
Darccoser = —————,
V1—a2
1
Darctanz = ,
1+ 22
_ 1
Darccotr = —— .
1+ 22

Todistus. Olkoon |z| < T ja z =siny eli y = arcsinz. Silloin

1
Dsiny  cosy
1 1

Bl j:\/l—sin2y_ V1—a2’

Negatiivinen ratkaisu ei nyt kelpaa, silld |z| < 7.

Darcsinxy =

Edelleen
Dage 1 1 -1
arc cos x = = =
Dcosy —siny +/1— 22’
1 1 1
Darctanx = = 5 = 5
Dtany 1-+tan®y 1+ 2
1 1
Darccotz = =

Dcoty —(1+cotly)  1+a2’

LOPPU.



